
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

第⼆二章分布与积分
和
邀仙的分布了了没加⼼心利利 5分为⼀一个no
tBES PE 䏟侧则称 Pxifn ⻔门为N X的分直
如果SS 1112拓拓定义VXEIRFXMER
则称成112 0⻔门为r nl 的分布盥

注 不不和 ⺠民⻔门为⼀一个概率测度啊 S成为⼀一个概率空间
⼼心东的概率空间些 r uxcwin scs si

些 as 加概率空间
当IS S 1129fond 时定义成 xixn 感 Xi ⽐比it112Mind

EPCXkx in 狣划

熟同分布了了诼 丫 ⼼心下 5分为 r us 如果我⼆二⽔水 onS
则称ㄨ与丫同分布记性ㄚ

注ㄨ⼼心打⼀一 S别在红在11 上个⽐比 RHPMD
Y 利利 s可在⼼心在⼼心上⼀一个r u f QM B
R PYonS xIY 即使在不不同概率空间上

引理理没ㄨ Yin利利 112捯为⼼心在11 上的两个r us
如果汶加FM li 112则但ㄚ
证只需试 BE拓拓我仍⻔门不不B
由1和难以 ⽐比112 RN ankP in KxElR

hA 4 JRI 7中⻔门 A B

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

败A 9 to 孙 兆112 不不⻨麦助 A 加
⼟土⽣生913咯咯咧了了啊 A仗

下证丈为⼈人类
们 PNRFPHR 1 REI
ii ABEL且ACB RAFPYCAJPNBKPYIBJ

xlBIAKBCBI RCA 抓⽇日讯 A 洛洛BIA
iiiAn歧 ⼼心回AVA⼆二点⼀一名制冰An 加1
pxlAkfBA咋想BIAFRA
AEI

故⼟土为⼊入类 ⾮非
⼤大⼆二拓拓由不不⼊入贵定理理拍 以43R

型⼏几频处相等没炸⼼心利利 s s 为⼼心在11 上的 rus
如果117 HH 则䅓与丫⼏几乎处处⼀一⼀一相等记⼊入些ㄚ

注 侳 仁但ㄚ
涨为1112倒上个概率测度定义恸到 ⼀一们 ⽐比班
则动为⼀一个分布函数单增在连续脚⼀一忙㖄
并且还有⽐比 ask to Main 1元以知

⽤用MKablkRH M
MUbJKRbl Fnlcbikkb

tl
注意到喕 4个等式是等价的

反过来测动 北北112为⼀一个分布函数问题能否通过刚中⼀一个等式
建⽴立和上个概率测度



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 M
⾸首先定灿满⾜足 ikaakto tn 班以1到

了了丝⼯工没ㄍ112此为开集则存在到互不不相交的开区间can们 州
使C点Canbi
淀灿C 1岱aibiDEZMkaibiz 𤥴 Rbi临⻔门

舆没12412助为闭集故成为开集于是存在⼀一列列互不不相知
开区间 叫⻔门131使15⼆二点Cidi
定义MDEIMDCkl IFFFcdit li们

9遡 没SCR为任何⼀一个⼦子集
ti 器器⽐比 外测度

所
An E SUPM 内测度

DCS
咽咽

显然Askin
如果⼀一 洲 称为关于分布函数动可测的
故当的可测的 定义邶洲 in
思考问题岍集和闭集都是可测的

⼝口定义出⽣生化112 5为可测的了了则在为⼩小代数
注意到由⼼心 觻⽐比古

find所集CDCG
B上⾯面定灿为在上的概率测度

红分布函数的性质
设Fun⽐比112为⼀一个分布函数
们分布函数是个单增函数则

管䨻箭䵼箭 噆䲜
们分布函数1动的不不连续点为跳跃不不连续点且有⾄至多可数个
后 it 1



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

定义4动到云⼼心脑 1动 1我⼀一30

分布函数的分类与分解
测动 北北112为⼀一个分布函数由其性质以假设恸的不不连续点为9an𠯻
其中 eat 定义bnEFai RGH kanbo tnEZ
定义铷⼆二磊磊b嗞州的 北北112

注意

篚
⼼心知 必胍的实际上为⼀一个分布函数以后称其为退化的分布函数

𣶽𦻐
铋是单增右连续 no 䀝⼼心意bn器器Farhan⽔水陆⼼心坛 1
若㸠州 即㔏州则称铷为⼀一个离散型分布函数
例例设伪⼀一个取值于纮 ⽐比巧的⼀一个咀加冰ㄨ a ⽐比2⽇日趟㖄
贩的分布函数的⽣生11班加1袐为离散型分布函数

定义 1动⽣生恸 1袽 北北112则给以了了⼀一脚 4訫 HER
因此铋是个连续函数并且恸是单调函数
以及Eco汴州主的⼆二0
Elton ForEdtoo 1磊磊bnElo⻔门

都⽐比㖄 则称1讻为⼀一个连续型分布函数
总结对任何分布函数似有1珈 钢坑的 北北112

定理理分布函数的 in 分解
测动 北北112为⼀一个分布函数则存在⼀一个常数⽐比⻔门使得
FM冰⽚片的⼗十 tx EM

其中恸为离散型分布函数䀣为连续型分布函数
证只考虑裂⼼心011 定义义台 list ⼼心⻔门以及洲为⽬目的 知州
毗⽚片必为离散型分布函数



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

因此1⼉儿劝出效坚分化函数
同理理定义后以治亦后以 Fail 故恸为连续型分布函数
则FM⼆二版 EM⼆二 aFix⻓长1哈的

定义绝对连续型分布函数化
测动为⼀一个分布函数如果1动为⼀一个化函数即
fancy c xnkymcto Cnn及E 0⽇日870 St

玷以州的 王勋刊叫环⽔水⺓⼳幺则称恸为⼀一个1孔型分布函数
注如果恸为⼀一个癿型分布函数⼆二⽇日⼀一个⾮非的⽐比112使
fifxdxfntntx

或是加测到动 F 啊 ⽐比

此外州纵 ffxdx⼆二Fans To 1 0 1
以后才村为1孔型分布函数恸的密度函数

邀绮异型分布函数
设恸为⼀一个分布函数如果忙0则1动为奇异型分布函数
进步若恸还是连续的则称1的连续奇异分布函数

注任何离散型分布函数都是奇异型分布函数
连续奇异型分布函数 Cantor分布函数

定理理惮调函数的屾分解
涨⼒力力为⼀一个单调函数时⼼心 0
记⼩小州劰导数Gfexist 则
i定义SEGER拗⽐比⼗十州有mgolm表示Lebesgue测度
们 f⽐比如并且⽐比 ⽕火有 Àfdxsfnfa

其中㓥为北北时等号成⽴立
iii 定义fdxif fi ng LAC函数



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1111 kxfnf fm们 ⽐比函奴
fnfn f in

则fae和后都单增且 fifae和 foae
定理理分布函数的Lebesgue分解测动为⼀一个分布函数则

王⼩小⼈人⽐比⻔门 孙 FHFXFMHxlintCl a xzsEsM
其中是⽐比为离散型分布函数
1訫为1孔型分布函数
is的连续奇异分布函数

证 1元加义袐 1ME的
其中1的离散型分布函数后连续分布函数
由单调函数的Len分解得到后的 1䛜城的
其中1誗坳Find 瞓⽣生Fdxtī
注意到1或啴增A组感 ⼼心 吸㶜 1难测⼆二1訫 1訫 1

另外成的单增且感 Fiiáiiioae
Es们还是连续的且是⼼心冷⼼心感 0以及

脑 12⼼心⼀一流⼼心 1 是⼼心呢⻔门
设 flǜai Eloi 定义
ix 台⽅方1訫 铋为北北分布函数
1訫台前誗 ⾮非必为连续奇异分布函数

了了3积分数学期望
问题加1 红利利 112加为⼼心扒吓的 如何定义关于117的积分

EM ftp hxcundw

StepI 说以为⾮非⻚页简单 即存在和划分9Aint 以及bno有
仙⼆二点bnlAM



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

n 1
定义dxdlifxlwpldwkf点bnIAisMdw⼆二点bnfIAtw1Pldw
ElX 三点bnlPMnkio to

Step不不设ㄨ为⾮非⻚页⼼心 则存在到⾮非⻚页简单N hn 使
xnlwvxcus hn as mo

定义 唟⽐比们 极限存在EM7 otherwise

Step 淑为任意N 则仁N N定义

定义EM EM EM
注喏 的版存在䅓是可邈
进步定义凼在治仪in 加伙加为nv iEX J pl

⼆二HEY E删 toy
灿例例则ㄨ是可积的
喏ㄨㄚ⽐比例例 a⽐比112 Elaxtbㄚ aEM tbEM
制⽐比例例且ㄨ30ae lieMX裶归酒 30

koae esEM⼆二0

散ㄚ⽐比例例且⼼心ㄚae EMDEN

X可积⼼心 Elxlkto
散⽐比例例 Ah若 asXCWEb twEA则卯AKE 侧的𠶜

散⽐比例例 IEMKE侧
例例设似 惭且ㄨ30 ae 定义MAEEMINAE I
则1在⼀一 ⽐比⼼心为⼀一个有限测度即
⼼心 𡶐 0

12 And AnAid圠议然则⼆二点EMIN
B MCRKELXJEG to



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3M L

定理理单调收敛定理理设纵知为红挱下的到⾮非⻚页嶥 rus且

Nae mn 则 E德们⼀一起⽐比们
注 X⼆二名 line 其中任 利利 令下班不不 win 30 ae
此时没有䫍性

缻访盥 没侧的⼼心柳柳下列列⾮非⻚页可积1rus
则 E𤀺 Xnkhiī

证明 il ⼼心⼆二选器器加的
定义不不⼆二品加故⼼心是Xnae OEYnsxn lt吲
由MCT E㴧则北北流幻世贺世灯⼆二溘⽐比们

定理理控制收敛定理理⽐比7
没侧吲为⼼心抛不不列列何积 r us 满⾜足
i lil HnkY ae 其中ㄚ⽐比例例
ii名器器X 其中ㄨ为 17𠺶冰川
则 Eh 们⼆二点⽐比们

证明 Ytxn 30 ae
利利⽤用Fatu班⾥里里有过器器必忉德⽐比⼼心⻔门⾮非漆狄凝的

E德作⼈人⽕火器器⽐比例例 感嫗KE瀶们
由们E谢啦 瀶们
挑流名了了㴧断⻔门

注有界收敛定理理叫在⽐比1中nv FM常数
引理理没仳喇喇且ㄨ⾮非知以假设1北北⼤大䢸 A 0㳱EM

171矶如 10



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

则⾃自⽐比例例 0

证明定灿⽣生XM mn min川 权加9狙 osxinlae
于是0EEIXnIAknPAKO stnsl EE𠉴 0

i EElIAFElhXnIA7竺杰 E侧 0

注⾮非⻚页兆⼭山利利若北北⼤大且MAN𠮿制乱议到⼆二0

称垓于1隄纪对连续⼀一的让 P
讹函数惞 ftp ftlhR⾮非⻚页
定义 A到咖们叫 dx ⽻羽版RadonNickdym导数器器打

习题没仳哳助⾮非⻚页如果Any䢸制 器器 则热断的⻔门⼆二0

引理理 测⽐比例例助 70 ae onAGT PIM能咋0
如果⽐比例例 0则MAKO
证117AHRAM吲⼗十MAN纵明却如 伽了了

下证MAN如⾮非
事实上定义胜队们 An⽣生伽们以引故⼼心 At A
故0 MAAAXEIXIAMnKEIXIAFO
MAMnko

i PHMMHRM瞓训岱伯泊川流MMAn 0

注测⽐比例例且⼼心 aelonnl则MAIEEIXIAE Mtk
py
tp

秕与仍是相互年年价讪 p

推证 没兆渊且满⾜足姚⼤大岖列列⼆二0则仁0 ae
证只需湖 悧 0
定义A台伽⻔门则NoonA
⼜又由于A⽐比由条件EIXIA IO



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7 1⼈人 在 1 1 Ll n
故由上述引理理MAIO iePH 0

下证117如仁
事实上定义成纵们故加 0 on À
À时由条件⽐比𡶐的 EIXIÀ 0
故由上述引理理1PUIkolie PK 回

⼩小邈2 泓 名为⼝口在11下两个nu且满⾜足存在1370
使得⽐比以仰 0

则ㄨㄨ ae 印版⼆二名 1

证明只需证脑⽕火北北 0

定义A冰删则不不以州 onA
⼜又由于AT 由题设EIXIAEEIMiXPIcnxiEINPK0
由上述引理理MAKO即 Patio

推丝没沝为⼼心在吓两个可积 rus且满⾜足
VAEQEIXIAKEIXIN则XEXz ae

还抄引
例例设灶体且俳⻚页则
EIXFhxluipldwkflhMdwkfgx it Pldw
1盥 TIInnhlwydtffMMtt

4变量量变换公式

定理理度量量变换公式 设知利利 S 的⼼心在11 下⼀一个⽐比
以及his S 112加为可测函数且满⾜足hand 扣
则 Ehxiffnwndwkfh㗞 dx



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

其中及为 N X的分布
特别地当你⼩小圾加则 Elikh 㗞ldxynldx
其中1珈 级 to劝加112为议 的分布函数
证明StepI设hcxkIBM MS其中BES

于是EEhlNFEIIBMHPKEBFRBFIIBlxyghxyn
stepz hn为⼀一个⾮非⻚页简单函数即存在5中的⼀一个划分倒 is
以及常数a 0 知便便有1家anIBM 们 于是

EIhxiEIanIpnl刈趣 EIGnIBCM⼆二点anPdtBn
⼆二点anfIBMPxldxi fanIBnMRHDfhRU

Step涨为⾮非⻚页可测函数则存在到⾮非⻚页简单函数纮1吲使
tnMn msoo us

由8tepnEIhnfhnlxyn li
些⼼心法必 fh㗞侧

Step4涨为任意实值可测函数则hatin ⼀一柄 XES
由Step3得⽐比⼤大诽 松顺如 线性性

⼤大咖dx
E诋作 ⼤大啵做㣺⽐比⼤大刚⼆二

例例没劝实值连续型 即琲耐⽐比112且叫仙叫并满⾜足
住咧 加州 1孔分布函数

则ㄨ的分布及为⽔水咧啪呵 于是不不如上䂑 fndx
由变量量变换公式有断则泌泌明䃾仁Hnfndx
例例设ㄨ为⼀一个取值纮叫⽹网的离散型岨其分布律律加冰仁an 加31
贩的分布函数及伽磊磊bnhaiMXER
ㄨ的分布及为加赢bnSan其中San为Diracdelta测度



X 11 1 run 1
即报外赢bnSanBF彘bnbla

由变量量变换公式得ElhifhxbnSaid
⼀一赢时时的and 㮺bn tn

⽼老老师所谓记不不记⽆无所谓的部分

邀 pushforwardmeasure

设下你到⼀一 S别为⼀一个可测映射对于给定的⼼心别上个测麻
定义 匪 13凯做137 UBESz
称在⼭山为测度埙⾏行行的pushforwardmeasure
注设义⼼心利利 S 为⼼心下1吓 刚ㄨ的分布及为117
关于㕽的pushforwardmeasure RBEMMBD ltBES

定理理变量量变换公式
设古为定义在1例例上的个可测函数则
⼤大关于砒是可积的⼼心⼤大顶舏是可积的

进步有 gdykfhou
注取下Xr li ftp T fPx lSnSHn F Sz slS
fhdjihhoxdP
GS HS si SS以及下 分 s 可测

若定义在 s s 上的测度1满⾜足耿汕
则称埙于ㄒ是不不变的或1灯的不不变测度

例例聎 SFURGR 虺⽣生 xta ⽐比ER translationmp
洳为扣上Lebesgue测度 tBE加
匪川13 M妙侧训能112 xtacBDmlB atMCB



111 13 MM 31 D ml 1
Them即Lebesgue测度为ㄒ做⼀一个不不变测度

5独⽴立性

邀⼼心代数的独⽴立性
设计在作为两个0代数如果州州和Get有
MMGHPMMG 称H和⽢甘是相互独⽴立的

邀如的独⽴立性
设州为⼼心在11下两个r us如果如与0们独⽴立则
称 rusㄨ与丫相互独⽴立

例例 测诉 KIBABET则扒 ⼆二件⼝口AAgMY 知 13By
A与13独⽴立⼼心 如与⽔水ㄚ独⽴立

酗多个事件的独⽴立性
设An hit 如果对任意正整数以1以及互不不相同 iiii
cqhzi in了了满⾜足PǗA让斯Ain
则称会则为相互独⽴立的
邀任意馃类独⽴立性
设仙知 为族集类且1⽔水平仪吐⼯工可以不不可数
如果证整数以1以及互不不相同 iiii CI满⾜足

P期间⼆二点MANNAinEAin

定理理没 lti Hiktil in 如果Anti An为相互独⽴立
的不不类则在 iitn 相互独⽴立

证明 汪整数 km 以及互不不相司1 iiiith zi my
定义H悲Ain ItAintAin
历问 UGG HIMGHRMGWCGFPMPCG



冉败KGEG HDMG lPlMGWdG PlHPCG

眦与Men 上约两个有限测度助⼼心冰 以1㖄
由于A A An相互独⽴立则Min onAn
下证M汕 on hidAn
事实上定义起 Gtthu 铫们可验证为⼈人类
由刚和Anc⼤大 盐 在⼆二0 And

I can 今太东
即⽐比 thinAn MMGHNHMG

⾃自豳 A ⼀一 Amen独⽴立
tn A in dn独⽴立

⽤用同样⽅方法可得 tn Ai iAm在⼀一独⽴立

在 tn独⽴立
进新公设故与 Adkf 灶 可以不不可数如果做红为相互
独⽴立的不不类则做个姓为相互独⽴立

习题设⺤爫爫不不为⼼心抛下实值rus则
X ⼼心⼈人相互独⽴立 PKihiixixnkPHKEXKNXKEIRkzhzin

㤎X ⼼心不不相互独⽴立⼼心抓㣺 刚相互独⽴立
若抓㣺 0则相互独⽴立则VBKEBR kii n
l嗯炏㫵鄎如则
取BEtoo xktfnkil in 即可

E 若Phh 以⼈人我咋㽎XKEXk IMkElRkliin 凼
定义艇伈 an 北北啊 kin 则A An都是不不类
由刚和An An相互独⽴立
注意到孔加⼼心如
电⾯面定理理得删 删 ⼀一 Mind 川相互独⽴立



由上四⼈人以11MINAJ ⽔水⼼心 An相2 岴
习题没⼼心不不为红在1吓的相劲⾍虫⽴立的 5值的r us
且设在 5分 T tl 可测映射 kin 则
拟咗如⼼心拟以相互独⽴立

证明注意到扣⽕火⼼心下 下ㄒ是rv k zi in

需证拟 𢲩相互独⽴立此符价⽅方秋⼩小妹们相互独⽴立
事实上⽐比KET klinn有
112䝫哌吡啡肌䝫⾏行行呢㖄
由㻈 s 们是可测的故抠GKS
⼜又由⼼心 ⼈人的独⽴立性
肌賦我𡶐斯尤能𡶐斯继狱 吵

定理理测引 正整数及肌吲 正整数假设渐织 inn 为
相互独⽴立的代数对任意121
定义庆⽣生鑆啡制
则例例 相互独⽴立

v
注在 在 then

fh在 看⻔门
真

就在 ⼀一 痴 ⼀一 在
证明对任意到定义QF4iEijEE剧
则化咯为相互独⽴立的不不粗 兆⻔门冻
东后相互独⽴立

定理理没⼼心 ⼼心 为⼼心抑了了下的列列 r us则



⼼心如果如⼼心 加州与5如⻔门独⽴立则有 Min 相互独⽴立

ii如果ㄨ⼼心 hi 相互独⽴立则有奴们们与雄 孤⼝口川相互独⽴立
证明⻔门由题设知⽇日吲以及UBE 啝 as有 inssnu

化州以利利 onson
Plain in Mi闷冰必炒 13 PhilCD
取13⼆二点BKBkES则有以⼼心必感到恐如铡
BMBznhn

于是117䝫烟Mica 噍⻰龙13⽇日Nik
取mbMXipnxiccMNHBDPlXicD
nn 2 PlXilBiMilBnXicD lP如侧成经 PINK

⼆二印如制朋妣明䏟⼼心

Ǜzl1嗯我仍叫xicakxilBKD PK
5的⼼心 拟以 相互独⽴立

们注意到 ⼩小如 5刚 㛤
Mins in

⼀一点啾咔喇喇⼆二0 lxiixnj
flxntdkdfN nt in lntd

由于 t in 相互独⽴立
故如1 抓冰川与⽔水不不⼼心不不吵相互独⽴立
因此奾 ⼀一州与晶Xnixntd相互独⽴立
⼜又注意到晶如⼼心不不崼硔需注意⾏行行如⼼心不不圳知是过滤
于是奾 㲼吗 斯加 不不啡却相互独⽴立
Titan Xnni 5馟如⼼心不不吵

定理理 Kolmogorov01律律版 㤈 不不为⼼心在11下列列相互独
⽴立的r us 定义 TXEiinxiix sn 屗代数
则认为平⼼心代数UHET有RH 0 or I



则ㄒ为平凡⽔水化叔NHE1 ⾃自17H 0 or I
证明只需证讯⺾艹相互独⽴立

tHETXPCMHKPMF PMKPCHFPMkoorIJ
NX in 刈与不不独⽴立加1
奾 则与ĚY独⽴立即拟 ⼀一⼈人与⼼心独⽴立所引
0抓 ⼀一刈与⺾艹独⽴立⼼心

由于斯加⼼心则为不不类

热⼼心⼀一则与⺾艹独⽴立
取抓 㤈 与不不独⽴立
⼜又由于ㄒ⼉儿抓后
放队与⺾艹独⽴立

注事件形式的kolmogorov0𠷈没 AiAni为列列相互独⽴立的事件
则由您An 0 or I

定义加 In 以1刚从㲼⼼心是相互独⽴立
定义屗代数於的Xi im 则感AnET㑑证

外乘积测度
亟何测矩形没⼼心在⻔门1三⼝口为两个可测空间称AXBIAETBE扣
为⼀一个可测矩形
记所有可测矩形剑本为12台纵Bi Th 13咗了了

注版13CDER则纵则化啡 ANNBADER 12为硔
TABER 则如13三ÁXBMAXBCN做137
烈烈乘积代数设⼼心 拟1班 为两个可测空间
称⽔水12为在与在的乘积5代数以后记把在约42

注⼼心⼼心在㛇 河测空间 VEE批在则称㔭批在可测的



T 1 T T 1 ⻋车在
任何可测矩形都是可测的
熟㵶⼝口设 Earth 则
称 Eighth wnwkEKsh tw ⼼心为E的⼼心截⼝口 wisection
称EwgwniwinEKnl ⽐比2⼼心为E的可截⼝口assertion

引理理没 Earns 且⽐比批在则Ew咗 town Eh tuna
䜥⽉月注意到VEER陌AETBET siEAXB
则⽐比1Eh EvilAXBhihohiCWMEtxB B wtA

G wtA
同理理⽐比⼼心 2 Eci佭 WEB

以413
定义METE⼼心⼼心 Ew坻⽐比⼼心 Enthusing
容易易验证M为0代数⾃自证 进步有RCM
0 RKM 此即批在CM

引理理 Um吲 Bmn0BiRn BlRmtn
证明fmoBRn GAXBAEhnBETD
Bmn ⼆二MR 中开集1 州112以中闭集了了
下证AFAXBAEBnmBEBpnkfmn
注意到纵BiAhn13咖咋纵⽕火 AhnnB BE劂
下证 ANRAEBnzmKBIRmtn hRXBBEfnznjcfspmn

定义MEACRMHR叫311⼼心吖 0代数
另⼀一⽅方⾯面9112呻开集K M 112只MR 螩了了KM
下证 1⽇日 中开集了了CBRm BRn
hRm坤闭集了了 cfofn

注意到熊瓯加了了𣿀G加了了ㄨ鬬9kibhJEBpme fi



下⾯面定义乘积测度
设hi 利利 in为两个可测空间以为⼼心 扣上个⼩小有限测度
stepI 在RTAXBAET BE和上定义⼀一个集函数

VEAXBER定义VEFUAXBEU t xuB
step2i定义A三个点AKXBkiAKET BE在 bin mm 1个

其中焦表示互不不相交可测矩形的并
购为代数

引理理 设ABER且从13⼆二点䏟品其中名嗻 13⽐比在 ksl
则UAXBFIENIAMBkkzkiuAkNLBk

证明由于从13装AnBk故IAXBlwniIynnim以密教张⼼心以
IAWDIBCW2⼆二忌IANWDIBkws
INWDLIBWDVddwzkffhu Ipiwhldwz

LH5 IACWDNBJ

MS由MCT有fikhtklwDIBduildwy IhwifiBklwzNU以
⼆二𤥴 IANWNdBrs

故 皉⼉儿⼭山引⼆二品和⼼心⽐比1到
同理理⽐比如伽 卫剧 AnBD
由StepIV的定义VCAXBFIE MN到

下⾯面将以⼈人唌拓拓到A上砒EEA刚那 st E hn
定义UEK㗹舢则⽣生⼆二品似兄
由上⾯面引理理及其证明⽅方法可证证代数和满⾜足可列列可盥

定理理没⼼心喇喇 ⼼心2为两个可测空间11为⼼心扣上的有限测度则
存在唯⼼心⼼心 和左上的有限测度0使得
以县AMBn溔ulANMBR 其中Area But kim

证明⽤用Carathéodoy延拓拓定理理10定义在⽉月上的满⾜足可列列可加性



1 ⽂文1 以0从 d 1 10 1⾄至
200Rko AFT在

注以后记VNĚV
定理理没Xiilsn lsi si 为⼼心扒吓的r li it in 则

㣺 不不相互独⽴立⼼心Rxi xiRi Rnonsi sn
证明不不失⼀一般性取n 2
级假设㹢相互独⽴立则如与如相互独⽴立因此
UBKESk hn有MXilBMNBDHPNPCXtl到
注意到1陫侧成侧州 X⼼心 13㲼则该州131ㄨ132

1阰仍帅维倒⼀一杯侧恪侧
故孤州驯到头顶吸 131ㄨ132 印报⼼心冰顺 onR
因为12为⼈人类由不不⼊入定理理抠⼼心次刈不不 on JR

kimogorahi
邀 118台 xnxi ixitlR is⻔门

112们
R ffx tx in n ENXiEBiEfRFliinJ in31j
Bc J R

橼
于是伈加为⼀一个可测空间

定理理如做 为伈丽上个概率测度且满⾜足
UntilBix 仍以112汕⼉儿131ㄨˋˋˋㄨBn 其中BEER Flinnnnnrnnnnnn 相容性条件
⻉贝归 佖⾠辰辰上的概率测度Most
flfx tx innHRiXiEBnFliinDMnBiXBn

libini1盥 说为⼼心制上的有限测度红⼼心以及性 以02

设h in 112为⼀一个扣在可测函数且满⾜足
⻔门⼤大⾮非⻚页 咴 ihhao 则

fhwiwyldwnduiflfhcw milchild



fflwnwyldwndwn flffcwniddwzhildwil

fdfhaiwsuduhudun
注设X in中⼼心S别
作 a打 sss

为⼼心㸪 下两个独⽴立 则痴没听onSos

设在从 ⼼心112为可测函数满⾜足⻔门䫍惑们E湫州
则EhMHjin tn 相顺的顺㖄

⼤大⽐比顺姚顺州
特别地如果圸外加协则
ElflxigyEGMEE947


