
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

第三章杀件数学期望
外引例例没吅为⼼心下11下⼀一个取值于仙分 1三灬mj ii in 的离散型ru

定义分布律律阿冰 Hi ⼆二分 Elim Flinn
fig EINEbj ⽟玉 卵卵Kailzbj ⼆二⻆角Gigi专管臖
flbj是⼀一个关于分的确定性函数
记岖如⻔门或EMZEfm r li

䄻以1012 或讴127为 r以关于⼩小代数2的种数学期望
问题对于任意ㄨ⽐比例例以及任意⼀一个⼩小代数⽐比在如何得到EINE
注意到⼆二班bjlaj其中Gībibjiinn
另外9Gi 加的⼀一个划分故2是⼀一个简单r li则
如冰佐⼼心在⻔门⼆二街Gj Jdl 2灬川丁可取中能⽤用
这样有⽐比的⼝口 ⺕彐了了4 灬川使Gf Gj
Elf Ia 哥⽐比扣了了到容EIfcbplglni
沤咧

⼆二哥和邓⼆二外哥Ǚai器器吖⼆二分

渝新Pij n

EM到⼆二点ELXIG了了家⽐比⼝口红则⼆二百ÈaiI Pin Ebj
容赫所

总结 E㲼如⽔水扣满⾜足
i妪肛⻔门是个012可测的如⼼心 四 收怀 013𠵉时仍⼼心 21
们⽐比Eth EE⽐比如吆 E瓯

踺涤件数学期望的存在唯⼀一性
测⽐比例例以及虹在为任意代数则存在⼀一个可积⼼心能使
EIYIGFEIXIGJ

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

如果存在另⼀一个可积rv it使上述结论成⽴立则烒 ae

注以后记EINGEY䄻区则为r以关于⼩小代数本的剧中数学期望
下⾯面证存在唯⼀一性道路路漫⻓长
邀相互奇异的测度设Mins 上两个⼩小有限测度
如果存在GGS使 G ⽐比作0
则称 与湘互奇异记Mtv

定理理测度的⽐比分解涨沩 S 上两个⼩小有限测度则
U UactUs

其中测度法上批排的可测函数加侧到啦
测度以 wfuu

进步都给定则上⾯面的Leb分解是唯⼀一的
证思路路找到⼀一个⾮非⻚页可洲使以乱 fun
为保证以为测度则VBESvslBKUBHN11330
鲥叶⽣生个排⻚页可测 bfdusuBJ ltBEST
下⾯面假设 吼的上有限测度
⻉贝州有如下性质
lithnEHno ihnMnzsheH
事实上htH fhnduan fhdm bhndusuB hn
iihihEH hvhEU
事实上ltBESbhihufhdMBnh it

hu

故⼤大恢年年
uBMhiituBnhikvBY

定义以 性㵘 fhdthuskuskto
ihh FM满⾜足Hndmki
再定义 fimaihiihi vn



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1
则相顷可测时0时nzhn li
删的性质们有fnEH li 再由性质嘚挂点卡叫
另外⽅方⾯面ifshn tn 1 ffnd3fhndpKi
应⽤用化下得如 dusk 之后证 Vtv要⽤用了了
考虑Vstu mil符号测度signmeasure
下⾯面要⽤用Hahn分解定理理

惭分解定理理没0为 s 上个符号测度⻉贝归Gas满⾜足
i以场且ACG北北约 30 称的0的正集
ii VBS且BCG OIBkno 称 为0的⻚页集

以后称G⼼心为0的Hahn分解 ⼀一本质唯⼀一
如果⼼心所也是0的Hahn分解则 作 划为0null set
由于 In 以⼀一批为符号测度故由Hahn定理理和 ⾮非为
V5万M的Hahn分解 如⻔门则
btnaidtfnthnB MG

V B ⼀一⽐比13 tu Bna
⼆二UBHVslB7 tuBAGD
E VB

terrain
3VslBAGD illBAGnl30

fihnc H nl
则有如下结论
liuhnko mi
l反证假设⺕彐mzhstMG 70故
blfthidrflftnandpffgk
但是 ftihEH flfi hn K于是得到⽭矛盾
们定义但騐 yuko 下证 Vito
反证假设涨 加故玔统分⼤大使



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1
VsGC⼀一万纵们70

注意到⼼心岱Gcci 故 baiting
⽭矛盾

Minato
凯⼉儿为0有限则巧的⼀一个划分例例吲使MBnKNBnk
in 定义MEIBN

UneIBN th 以为有限测度且1家 以歌

注Hahn分解定理理证明思路路
定义性 晶保⽐比1由于中是0的正集古双30
由仰滧存在9Gins 为0的正集使⼩小⽔水0Gnkx 品0么仁义
㟗Gin is a maximizingsequenceofa
定义⼼心思后则GES以及的0正集 0G 0Gnkx
下证的0的⻚页集
反证假设你是0的⻚页集则⺕彐AdilAES使⽐比⼩小⼝口
HahnLemma ⺕彐GoCAGES G为0的正集使0 70
于是定义胫 ⽐比 ⼼心肝为0正集
注意到GAG 01故0㥃 0GoHUG㲼 哌 x
但0們从 ⽭矛盾

设0为1例例上个符号测度由Hahn分解和G⼼心为0的Hahn分解
定对BES 013 aBAG 30

013⽣生 0BAG
因此0 0 0 同时01 0 事实上 0灲 0G 01
0的不不dan分解傩⼀一

称110⼼心⼼心 为符号测度的全变差



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

倒没 为1例例上有限测度以及可测函数 fail
定义0 BET BE by
in0的Hahn分解 G似拟到 则 G⽔水为Hahn分解
210的Jordan分解 Efu
B 0的全变差 101HIM

定理理RadonNikodym定理理

设 ⼉儿为 ss ⼼心有限测度且⼀一⼀一则琲⻚页5可测函数fst vfm
如果存在⾮非⻚页5可测函数gs t ru 则 f 9 ge
证明由Lebesgue分解 lilac Ns Vacfu Vsu

by ⺕彐GES stMG 以G9 0
0 M VCGko vsckuak ngokblSKO
b tivac fm

下证余件数学期望的存在唯⼀一性
踺涤件数学期望的存在唯⼀一性
设ㄨ⽐比例例以及虹在为任意代数则存在⼀一个可积⼼心仁ㄊ使

EEYIEELII
wn

如果存在另⼀一个可积rv it使上述结论成⽴立则烒 ae

注以后记些1EEYyixlthr liX关于⼩小代数本的剧中数学期望
证明定义MEPk即⽐比EGMGHPCG

neon为⼀一个概率空间 Gdr 代数
假设ㄨ是⾮非⻚页型 的定义UGEELXIGJ
贶为在上的⼀一个有限测度1 unlike
以纠 UGH𠯻 0 讼 0

由RN定理理琲⻚页可积YEG s t li YM ont



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

⼝口 J M
即⽐比⼀一⻓长 ⽐比灿灿汯跏汇灯到
ELXIGFEMcl

假设仳喇喇令似 坏即可

唯⼀一性若EIYIGFEIXIGFEITId ltGEE
VGEG EU们去了了⼆二0

定义GoTai Yu init G T 0 onG
⼜又EKYTtcioflPCGko

ciiFYMEGT poonci
ECYHci ofMāko

117州 1 Not Mākl

红和中数学期望性质
泓为⼼心下仍不不吸 little 代数
⽐比以⽐比例例 何积且兆东则EINEEX zen
特别地仁 常数有⽐比佐 C 豳

瓯佐孔江了了

a设YEGM sn 的⻜飞⻋车且⼆二本即四与在独⽴立 2 R Sz
设忻佐 112可测函数4所始使过141灴1 to
则 E 4ㄚ2 G 94 其中9以⽣生ELYMZDMESY

证明 i 9㸠在
anUGG EM灴法 阿们到
事实上令性么故兆在
于是有EM红内器器器器 哟 矀 㩡txdndz

21羋
贴⻔门不不啦

灰归 众个⽐比吲后删
贴 fxygzpuzypcdxdy



1 fxgyzyddzDRidxdD
xgnmidxchformula

changeAvariable
9咖

注419还加⼤大区其中f⼤大均可测故过扣杠性 91个
其中9咖EN以2 ME沽则
此即过㧄洃列列在了了冰炬 杠⻔门⼀一

期到 Eth叫灯进扣⻔门
若在⼼心 ⽐比扣1本 扣

C3 如 利利则EYEING EM
事实上由EIETuJIakEIXIGJ ltGet
取本识得EYEING E的

不不孙怡⽟玉峻 六流 ììd 且过刻洲 R hr洌冰
这⾥里里从 Poisson们 加0且与弘相互独⽴立计算EIXJ hr的
解 E9EKIGJKEIXI

HFNM
ElxiEIEIXMMJKEIEI MN

snoring 侧
注意到此感到不不咋抓⻔门其中扣⼼心⽐比𦔒州的 mn

进步fnktiknEB mu
古戏的⼼心如咋 EUNJinEINEM
EINEEI焦刻下EYE镃州抛了了1
9作⽐比感到枞川 E溞到7 E歗到三瞎弥㢦污别
4 兆 利利如果加0ae 则EING7zoa tn

⼝口 中 ˋ MY 俐1171Ellen ⽐比1出7



于是如果⼼心似倛中灿扪 则ENG 3断1灯
证由等式⽐比唱 EIXIGFEYEINGJJci
假设如 ae则 呕到 20 ⽐比EG
因此EIEINGJIdzo lt Get 办
下证117G ⼆二0其中GilaniEINGKOJ
由于 EINGJttiG tt ⿊黑EYEINGJIG
然⽽而ENGkoonG EYEINGJIG lk
于是EYEINGJIci EPEELNGDIako

EMGDoonafPCG to

5㲼⽐比例例 灶例例 PER则EINHBYIGFXEINGKBEIYlti
iI EEINGJIGKEIXIGJ
EYEMGJJci EH幻
因此EKXEINGHBETYIGDIGKEIXMId ltGet
EIxxtBYGJ xEIxtGJtpEIYlGJ

d 设兆⽐比利利以及HCGCTG代数
EYEINGJHKEINHJ Towerproper以

证设性EIXIGJ ZEELYIHJ
HFEINGHEIXIGIEIYId ltGGG
由⼆二EMHHEIYIHIEIZIHI ltHEH
由于Hcf 奴UHEH HEtiEEIHFEIXIH ltHEH
EEINHJ

注条件数学期望的不不等式及收敛定理理
EIIMkiENPHFPE训啦14 to 六式 1 似悧ㄚ啦利利
特别地 pq冮时 EKYKEI豳
令 HEEFE 9rvXET EKK no 11姚台E刚

上



11 L1 1 9 T
H 111⼼心为Hilbert空间

定义内积仪 YFEIM XYCtl 则有KXMKNHEHYlk
EIIMIGKYEIHPIGiiiELNMGJF
hn不不等式设兆⽣生以及4112 112凸函数且使灿可积则
HEINKEL恻
4 Eun KEI恻灯

例例 㶭冰由Jensen不不等式EXKEN
单调收敛定理理设个煰 为列列递增䫍河积肌侧

EHnltiEI x lt I
铷吲理理没衏吲为列列⾮非⻚页可积 rus则

E滠㸟 k 泓阳
控制收敛定理理设个猕 为列列 且HnkYae其中烒咧刚

⼀一⽐比𠯻 德州在1
组没ㄨ⽐比例例也不不⼼心代数则不不断灯⼗十号
其中nu⽅方满⾜足cnEBtoczsEBYEO lt灶话
l EEEIX EMGJFEX EIEINGJFEXEX t
mVGEGEEMa EYEINGId E 弘死 ⽐比古
若乍IGEEGI EE⾏行行 0
若乍⽐比出刞为简单吡即北北𠸑佑为⼝口的⼀一个划分
St FÈahn m 112 to a 0
注意到El强 0⼼心⽐比强 EBIal
mctao EE3嗞嗞了了⼆二⽇日5点a𠯻
m iao MG EIGnIan7 EI 5 aIan7
此即对任意任涨了了刞⾮非⻚页简单函数有EBTFEBTIGEBYFD
EE G1且⾃自1项⻉贝归到⾮非⻚页简单EGH us in st



L 111 1 11171 11In
YNUYW twEn

由上号有E污垢孔访幻 in
则由MCT EBTFEBTJ EBYFO
Yc tt 考虑下⼀一灶下由上步有⽐比分们⼀一

姬⻔门到 进⾏行行 0

53条件数学期望的应⽤用
习题没丫⽐比例例以及出 Ct⼼心代数考虑K赞品叫 712 Eat㥃
问7名

分析YE Eaten ENG EEGorHolder不不就
事实上⽐比⼀一涨
EUYNIEIIFETGJtEIYHtl 7⻔门

⼆二EIIYEMGMtEIIEMGJ717tzEUFENG ⽐比倒划
下证交叉项为0

EEMGMEEG
EIMEMGDZIEPETEIYIGJRKD

IEREIYEEHenk 0

因此⾮非⽐比左有
⼆二0

EIMPFEIIYEIYIGMtEIIEMtt 717
3EINE怅了了17

年年号成⽴立当且仅当7⼆二7些断1灯
例例统计决策问题
输⼊入变量量XENcrin
输出变量量YERlrnl
能否找到⼀一个可测函数112 112使加在某种意义下可以逼近了了所冰
数学问题说 112112 112为可测函数损失函数或成本函数lossfan



orcost拟考虑赢 iǜ⼼心加了了

特别地取以久 1b以12久处112
⼜又注意到⼤大批127112 扒好凶取⻋车封则
考虑蕊州洲 712 ⽐比作㥃 xi
其中7名⽐比师则END 对䥿1122112 st胩脚其中指𠰠下纵们

称为回归函数


