







































































































下7鞅 Martingale
18世纪流⾏于法国的投注策略
A 1投注1 1-
些 巡

1投注121 1 BACKofiIV BACKTO
- ˋ

这个策略只要中间赢⼈就会赢1RMB
A⼀直输的概率为0
记作min所引 A赢个 假设游戏公平输赢后占⼀半
PN_n 式那伙 1 A肯定在有限时间内赢⼀次

A需要准备多少钱才能年到赢
N_n时需准备1 2 -122 2 概率的
i A需准备款式1 2 2 -1 o

Sn 吹之后余下的钱 So初始的钱
Elsisis sk Sr Martingale⽤来描述公平

⼼ 上鞅 收益减不公平
- 下鞅 收益增

定业 称你 则为关于仙咧的鞅若
a EBnko tn 1
b EISnnlxi XKSn in31

注⼈由条件期望定义和 的 㣺 ⼈的函数
z仫 咧关于你 咧通常不是鞅

很多情况下⺕中st si 灿 咧关于仙 以⻔为鞅










































































































11 1 1
0燞 iX以Xn 相互独⽴N且 Exo El No
则 Sit 垢关于仙 㖄为鞅
照 EBnk Elxiko
ES叫不⽕ ⽐叭叫不⽕

SHE如怀⽕
SntEhn⼆Sn

但 ⼈ ⼼ 为离散时间⻢⽒链 S P
4S 112有界函数满⾜
8 前有44 4⻔
贴叫如关于仙咧为鞅

⽈ a 4有界 Elsnko
bECShixokEMXmlk 刈

璵 E收𠯢𠯻
期盥意前4分 4作品

但9 㣺 Xn 相互独⽴N且 Exio lk Exio
则 Sit 垢关于仫 㖄为鞅例6
会不- 5 则
El硎不⽕⼩ EXZSnxixilxixl

sizsnEIXn nkiXHElxilxiXD
S it Elxi
⼼下 ⼀下鞅

④条件概率性质










































































































⼩ 1 1
10h112412 - 映射则EMhMkEMM
ITowerProperty EIEIN炒作EIN们

oh拁 AEIXrv FMM PlkxlA ElNAI
引王是 13啊⼀⼆中Uitj站 BiA则ElNAMA 䞢XBDPBil

h IM Y lYiiYn rv AET
①由Towerproperty 13EMAKEIEINYAM
②若1满⾜例如你作⻔A 作品-灲 已和丫的是否发⽣确定

则 EIEKMIAKEIEMYAHAFEMM
ie AE妐 以別⼆ThoYi⼼的 红灬 n 北则

引理 若你吲 关于仙 㖄为鞅则
a kmnzlECSmnlxix IS
bEBnkECSD tn 1

畖er
照 a EISmtnlxmiiXKEIElsmnXmniXDlXniXI

鞅性EISnnlxiXJ
EISmnllniX
鞦

b刢 1EIEGnl刈⼆ES 作业113.4

7.8鞅收敛定理 MartingaleConvergenceTheorem

定理若你以⻔关于仙咧为鞅贸ElSikMoo
则⺕r us stn感 SisI ES si oasm ro











定理 Doobkdmogorw不弃式

假设同定理1则⽐70⽔器1SikEKEEBis

但条件从 ⼼不可约⼗常返⻢⽒链 SIP
②4 SIR有界函数且满⾜部⻔447 4D ltits

结论10你⼀⽐的关于仙 㖄为鞅
ESis Ma 4有界
②分析到吖吖S Yas gs n_n

Est
由不可约⼗常返 6155⽐ ties 不依根碎1经过⽆穷多次
nkwkndwki MNWK Xmulwki
Snuwkw 4婾以以三4们
Snuwkw ⽕以4⻔
Sn 4⼼ kits 4只能是常数







定理⼼ 扣 H 11.112 闭线性空间
no Yi EM a 且ELYEYK.ro
则 妇 YEH St 存在性

10 HY illz.tl Yzll.VZEH
若YEH still Fill ill Fill 则 Pliikl 唯⼀性

陆 记 dinf 911ㄚ21122EH个

则⺕么⼆ EH Sit榀11YznllidoA.BEH ⼟AtBEN
II 11A 131122 2 11FANE211饪 AtB112到以131位

i112nZmllizlllYZnlhzllY lzntzmNEtHYZ.nl们
红 11Y zi zd411YzmlN

oasm.me
i 红⻔为H11112中柯⻄到



h H 1 1 71
嗯那EH st Zn si
idkllY ilkllY znlhtkn ill dasn
NY illicl

再证唯⼀性
假若TEH st INT lid
由 11 A i BY有
Milli 2111ㄚME211ㄚ之⼼ 1122 11killEko

yz 出2 àz

Hii HE oi PL仨灯 1

131例 X名 rv EXFO EXF lEXixj0 li j 标准⽩噪声
在HE佧以 iiaic 中寻找丫的最⼩均⽅误差预测
ie EN ixiFEY2- zaiEXYtzi

EYiyai EXiYFFIEXii
i ci EM
性平XiE删

直观上把不看成计的积标准正交基怕丫在H中的投影

14投影定理 H11112闭的线性空间YEYiooMEH
15NYMlkEHYZlh KZEH

FMU16ENM 2 0江州 -⼈
15 16

陆 16⽇ 15 i

EM ZFELY MtM ZTGH
ECYM142EIIYMKAENL M 2

2



1 -

EMnECM I
3ELYME

15 16

反证假若⺕ZEH st EEFM2 北
不妨设⽐个州2 d 0⽇ EE I
定义MEMtdZEH
EIYMFELFMtM N

ECFMitzEFMKM MNELMANwnidz
⼆EMMFzdEEEMit d熙
⼆ EM Mid ⽭盾

定王邀 XY r v EY
HE9hlxlih IR R EIHNkM lHh闭线性空间

则⽐们为给定ㄨ后丫的最好预型
ie hlxtEIYMEH
VZEH li hlX lbtllY Zllz
hcx在概率意义下唯

陆ohMEH i
cs

EIHxiEllEIYlxl2 kElEIY4xD EYio
htH Z⼆灿
⽐灿刚2 EIYZJ ElhlXRJ

IEIYZJ EIEIYIXNM
EIYZJ EE ㄚ灿 刚
⼆ EERIE 炏奶
0



注由 17 EMX定义
①对⽐丫⼉且 liao ⽐灿 不管ㄨ丫是否连续叫
②推⼴定义EM利
提⼴⼯ 从坏 江了 以⼀个焮 EYi io
若此之 则EIYIXi ie I 4MEMElistN_N繓⼩
由17 收 ⽐44 仇 0 ⽐⽉-

由141唯⼀性若NEHHFNllz IM 4仪112则叫如训到
推 EMGI
h FM ECT 孙代数
给定⼼ ⻋ 112拓 E位

- 2䂑可测
HENZE Zoo ⽐如红盥
H关于从112闭线性控间
由定理9⺕ MEH st KZEHHIM112纠忆以
定义⽐性了 M

推⼴1 -推⼴2全在于Xi iEI 则EMXi ieI EMG
dxi it I 约 纵⾏⽐班 ⽐⼯

定义⼼ 和 ru YE位 ㄚ关于在可测 Got 孙代数
满⾜如下条件的 r v lu
①M关于在可测 MEG

21120KZEH睢应中的H ⽐FM 2 0

则称M为给在后关于丫的条件期望记EENGJ ie U ElYlGJ
21 22 VGEG EUURaJ O

24120的Martingale
会Y rV EYko X xi ru



11
Yi EIYK in们 贴的关于9们为鞅
照要证 EIYnko
lEIYnhixkh

eEEllEIYlxixikEIEIHxix DE Too
Elhko

hn为品1关于不⽕的条件期望
由条件期望的定义记this收⼼么且E4纵 炏

⼆个关于⽔从灲可测函数全体⼆阶矩有限了

的丫在法中的投影 titHnie VZEHn EU 灴 0

in为丫在Hmn中的投影 ie KZEHnnEE作品⼝ 0

只须证明YEHn E YiEM⼼灯㢟位UZEHnEKYntihRFO
ZEHnCHnti EIChihlZEEKYnt tl 2 E作品12 0

Do的Martingale⼀般形式 ⼝在1 Y ro EY
kn mn -刘⼩代数 GreenCT_filtration

定义YiEMGn了则 like En en h
注⼀例24中在㖩⽔⼼⼋们
喏么 Gino满⾜ EknkoI江州东 不
则称仙 咧关于法 𠵯为鞅
味件可弱化 Mha 改为EM a

定理 ⼼和 nuY EM a Gd 孙代数
则到 r li 2 a ZEG

CDElzkno
c KGEG li 2 IGJ O



G 11
定义ZEEMG

注 10若ㄚ30则EMG 30
②若EYE㖪 Eko 墪EMG了

作业1.46内
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