







































































































第七章随机积分
外1随机积分定义
1 Lebesgue积分 n在12
考虑A泊⽐衍为有界变差过程ie hn 细⼼测为有界变差函数
函数f io⼗⼼⼼ - 112 所㖄㛦 和可测⼗有界
由Lebesgue积分定义IfadAs为
对Wen lffsdAsikutffcsusdABus

2定义关于布朗运动Bcs so 的积分ffcssdBcs
这⾥考虑提⼀个扣⽆关的确定的了⼀
对⽐En 9131似 倒不是有界变差函数因此⼼中定义⽅式对1㢫不适⽤
若扫w⽆关关于S连续的有界变差函数 egsisins
我们可以利⽤分部积分公式定义ffcsidBcs
lffcsdBshtfctBctus fBlsusdfs -⼼ 缺点限制太⼤IDEAL

回忆Riemann_fnds
hi at t lit 取0icttitiD
E4kids⽣态感农 titi

若915 0的⽐有界变差函数定义541 hi 榀点40.19化州-9⼼
与Lebesgue积分思想不同存在Lebesgue可积但Riemann不可积的情况
简单情况⼼⽐ tk lit

都满⾜flskfj i tjFSEtj fi f 其中fj l pl为常数
称这样的函数为阶梯函数stepfunction

则ffcsdBci ĚfjKBltp BE
①记在⼆JCBD ES at 则 ffsdBcs E在
②EIffcsidBis ⻘fj EB li -13呩⻔ 0

③EKffssdBsi⻔⼆点fi ifjEE3ltiH3ltiDKBltj BGiDJ










































































































If I I
⼆点 fltj tj ikffisus

④若9 阶梯函数则 IfadBsrfgcsidBkiffsrgcsDdBa
ElffdhstfgsdBskflfrgsids

T
⑤对时⽐⼼⻔112 ie flfh co

存在后 阶梯函数 st fiHsrfhs 0 as mo

⑥考虑⽐尼⻔由40EIIfnlsdBlsrffmlsidBDFIHnlsi fmsids o

gff isNBS ⽐们为Eh在1 中柯⻄列
Eh在P h⼼在1 -112Elhcmkd
⺕⽐⼝在1 中rv USt EIEfsu3cs Ul

2
- oasmoo

csdBcs EU 榀的⼼垥5- 在Eh在 1中取极限
上述定义包含ftEko⻔112但不包含5BadBs
由上述思想可以推⼴关于布朗运动的积分
推⼴到局中讹了⼀下中关于5连续且中⽐在 眐逝如
此时Bs Bi hi
3 松上的随机积分
① f Ht 0丝⽵为⼼下1 上的随机过程
f满⾜北北 ⼼⼼ tnT Hj EF EHjikao
st flskf tjKSEtj fi f

这样的㨆为randomstepprocess
②对上述f定义Ifad Bai肃fkBtj Btjnl
③ PfdBcs性质
l GfsdBls Eh
2 EffidBcs⼆点EHjKBtjBtn 0
e

r
ElfjKBtj Bli EIEIfjKBtjBtjDlfD

EIfjEIBtjBtj lt州










































































































11 1 11⽄
EIfjEIBtjBtjDE0

3 EIEfdBsi ElfiKBtiBtiDfjKBtjBtj lt 时期望为0 -

E抧Bti 1死啊
驯样取条件期望算⼆点EIfkti ti D

Efi it it⻔
Elf Ms

不妨设kj则EIfiKBtiBti if cl3513东⻔
⼆ EIEE lgiEE EE3tj Btj嘛7

01

④推⼴到折
对姚构 浊 randomstepprocess st EEhtMtH

2
dt o

由 ftndBlt性质和 find Blt Elin在川 证明⻅下⽅橙框

EINndBG fhndBGFEfilhittbityt oasm mn

andBlt ⽐刚为⼼在1中的柯⻄到
记盐砸呲13⽐ X in En 在1
则所1sdBSI
说明 if Bs与⾍的选取⽆关

⽐啦⼀ 浊 randomstepprocess st EE ht㘩慨 世

其中局中必随⼀中关于5连续且炒𠱼 眐4知
照定义蜫 中⼼Mun Ef
则E们蜘⼀中⼼1罀 Eli仳性 nun 烑Ddttg由Efl 灿到 to 䃾州 to Pas
5烑性 _munnhtDdt Pasi

由控制收敛定理 ENMThoinunnhtDdt oasm l
i
⼜由于此折考察中⼆⽣ 即可
不妨设悠器伽⼼KM










































































































7 W 0 1

令hnhnIt 0110 ⽐结
个中
倒 家⻓ 與

则hn为randomstepprocess
由中关于SEO⻔连续 纰⼼ 0 -⻔⼀纹连续
fixw fiMswrhncs叫站 - 0 as mo

刞741sushiscoldsS4MT
由控制收敛定理 ENhnlsthid oasm no

对⽐⽐0⻔112记XltkffsdBsi ⽐如⻔ MM EE J族r li
l Elxtkffds
czYA EE⻔关我连续
ie int EETJsifixcntco关我连续且队如伈 1

3 低 ⽐们关于在⼆0 Boss的为连续平⽅可积鞅
EXEEXE0

4对9⽐ 0⻔112则EIIfdBsjgsdBs IE fgsds
特别地9⼗时 Exists It等距
5⽐⽐112有fdafstbgccDdBCCFaffcsdBcatbfgccnlBcc

ffcadBcc ffadBluffedBcc
6若批知⻔112则Ifsd Ban 分布

作业 b23.15

HEE⼼⻔112⽐⽐⻔记XltkffjdBs 10

n EM tiffs
㤎由灿定义㾀阶梯函数 st唟⼼fsrfsidc no
ffs 1站 ⼼扣Ms as moo










































































































g g g g
xnǖfid Bcs则灿为仳在 Eh 在P下的极限
ie啙 EMttxnFO EX ENtiasmozo
Elxnltflfs us 10 20 Elxltittos

4对9⽐ 0⻔112则EIffdBsjgsdBcsfffngcsds

lI EU frigid及⾮ fftgids
EUfsrgcsidBcsitcf grds台
_ 4 ElffdBafgsd及⾮我⼿⼼915以随机过程

16若批知⻔112则fndBD MOtl fits 提确定函数劜
u 4⽉为随机过程也ˇ
⽇只证明批⻔ 112为连续函数的情况
定义 fnlsEIifktlI tptfoh gs




























































































































































































































































































































72 It㕬式
随机过程中的链式法则
泓关于在⼀个Boost 适应UtEE VEhi 七时
令XrxotfusdstfvsdBs ⼀ 积分形式7.6

hi UtdttltdBt
I 伈㲼

⼀ 微分形式 7.7

定邀 ⼀设在形如 7.6或 7.7设函数f ltㄨ - 10仅112⼆次连续可导
dfcxtl⼆哥⽐AHtt其化⼼垗 ⼟器tXtkdxti

dtclBt运算
乘积 dtdBt
dt 00

dBtodt
int FUtdtdttlltvtdtdBttlltltdBtd tt VidBt 2

0 0-10 Údt
从⽽ dft刈⼆是dtt 㖝UtdttUtdBt ⼟器Vidt
If 如 flux

例 XFBt fctini
fltxtki
dGBEFOtBtdBtt Ìdt
BEIBsdB tt

沁公式证明
设f 柒柒所有⼆阶导数三阶导数都有界连续
咲北连续⼏关我连续 EiusRds a
佻⽐10⻔关我连续XltFXl0HfusdstI0sdBs
hitit anct it










































































































O l h
f ⼼⼨⼼⼼⼗点中⼼1仙415盥 Ai

由Taylor展开 A⼆是⼼似Hit it i 奇 ti Ai Xti Xti
⼟器 titt.it 2器 titi ti Xtitīxti 器Xtitīxti⻔坏

其中Ri凉 器Üiǜǚiti 3 3器⼼似 tintiMtitixt.SI的满⼼似 ltititiMiixt.it翡⼼⼼ Xtitīxti⻔
if 必北 ⼼惑燕 tinytiiIHi.lk Hi iXtiLnnnrnnIit

惑惑是CIEII𦴢事最1tititiMtitiXtiwnnnnnnintzhnyt.ie𡓨事Ri
I则⼼⼆贰柒HiAi titi I瓷Sbands江⼼

造有𡁻续倾我连续⽐⼼以112意义下
由控制收敛定理态 EIIih I.lt 2 0

斑⼼ 1逃⼼ KÍĚ ⼈翠⽣⽣ t.tl tīi
EÌMHĚltititDHPHIMHtiodtdt 0

I.it⼼ 1出⽐⼼ k劃器ltixtiwyltititikhiwrxt.tw
记 until则仙 ⼼在侧有盐 Out⼆0

EM w.tziiltititil
M w.tt 4 0dtdBt
00XtiiXtifǜhsdstfǜUsdBs

定义1脉川惑器0ixoiwDHBtiii Bt.tw州
考虑titi 筑
惑MIBtitiuiBticw.PEUOw.tilBtinlWtBtilWl2
ooI2⽐ 王灿武肃ti.xtiidusdstfik.dk

14 E歌 ⼼usdstflsxsm.dk










































































































odfoox.Iin.IM击毙ltixtiifusdstft.ba3sT
惑器ti.xtiiiysdzih_ft.to

find Bs 7 㑙上前⾯的求和

境器ti.xtiifibdB.PK zIcsxs vids
例2YtfieTSidBs.no 070 Langerin⽅程描述粒⼦在液态

t
tie们 TodBs 介质中的运动

则1OYtneMo.fe2altsfzsj
XEIeTodBsn.dXteTd Bt
fix eatx 则在⼆fit Xt
Act刈⼆是化州 dtt叕⽐州垗⽣恐⽐⼼dxtidhae.atltdtteattidBttO

aYtdttJdBti.kafYsdsto Bt
例了证明 tBIBsdsiisdBSII.Aft.xntx.lt

⼆Bt 则 flt.tk tBt
由Itò公式 dltBtkBtdtttdBt.IO

tBEIBsdstfsdBsdfsdBs.to
关于在⼀个Bs Est 为鞅

i.HBt IBsds.tn关于在⼀个Bs.ES咑为鞅
例4设某资产价格St满⾜

dSFJStdttrstdBt.to or 0

S 1
由 It 公式求解St
Ht in Stflt.xkhxdfct.stkt.SNdtt咨 t.EU 㧄之器21t.stkds.tt
















































































df n 2

01 fdst_ id Sti
⼆ Tdttrd Bt ⼀庭 rsidt
ridttrd Bt

hst hsotlrittrB.ci
St Sethi tr Bt
éttfēttr 关于在那 Boost 为鞅

问题㐜 stetst为鞅

P185 IkedaNlWatanabe S
Stochastic differential equations anddiffusion process
dxt btdttdB.tt
仙 x

R b 12 12

若以伪有界Borel可测则上述⽅程存在唯⼀的解
ie ⺕ㄨ u在P Clio to 12
HE在 旦仙 xtfblxsds t Bt

例 dxtnnIdttdBtbcxkzhnllx.no

⽽ 垗 2啊 Idt
is 名

0 0Ets
有⽆穷多个解⼼ 在⼆点

0⼆⽐1 tiatanToko t

atsatldxttbihtbIockxtltdR.tl0为集合
INFO


