
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

习题课讲义
同题参考答案
Week14

ˇ
ˇ 注⽤用公式本质是在⽤用积分因⼦子故⽤用

积分因⼦子做也是⼀一样的

gipg qnn yehnlfqcxdxtcj
lny zg HN

fpandnh前
故尔世⽔水 fn 7 zfdxtdi CH划 Xtc

啊埘笴 13 皆可加 5
xiptg

go特解
ytoxyLy另解 xytpyyotr gg to

函 幽⽓气 ⼀一 号汇

no特解
或看成 州等 tydg 北北弘岭外 0 相同结果

可以这么做是有前提的详⻅见后⾯面

15谜是Bernoulli⽅方程了了

y yijtanx wsxzctanxizzwsx



 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

z tw外 1 1器器dxtcf xcoxtc

g c x 特解仁0

5
可以⽤用公式法做但积分因北北

伽啖 皉州特别取⼒力力很简单
则可⽤用积分因⼦子直接做 xytgshx yismxtxy untc

sy hosxt
BNH sc at y nine

ˇ

⼼心却没有熟悉形式怎么办 换元化到熟悉形式
这题你知道根号⽆无法解决那不不妨会2 啊
令⼆二 两尔则以2 且以 zzzizx
zztzxtxz zi 㼦 注意这是⻬齐汉形式

全⼼心忌⻉贝归合xwtw
xwtui 兕 器器

⼝口⼉儿签
x

Ǚdurtx ⼦子知⼗十六⽇日dug
but ⼼心 咋看 ⼼心舆 2Fytx 啊⾮非C

ee
化成4⽇日到13 动午侧划池对

们以⽐比坎⻔门 ⼼心 dyzexdx
hll dkdtc T CE g hltc ee了了

其实谜推导中的不不等于0之常数但⽐比时红0是特解故试
⼀一个就够了了
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ˇ
fcn fftdtEDGRffcDK112从⽽而可对两边求导
fcxnfn fxkcexxfo c no 故fno
v ceea

scooters

不不显剑 故瓴⻔门
1 ⼆二⽐比或2 0 gax 4 G或乍 ctgax 4 aecto G北北 这匙此情形
你也可以⼀一开始就把⼆二0的特解归⼊入⼆二 中则直接得答案

3 ZLz x sz x ltcdtgzjixtce la

ˇ
⾦金金沙则还弄弄巹 2年年

9舉 ⼆二哥 ⽔水 W
w ⼀一 知 x 2

訫 刘创 求 uixtc surxicx 2

syitx in 9 yitxEFz rz x

fxndx jxdni ii jidx
jxcx F ECxitc

y rlii ixitd
hil ctE
hg trzlixcx i fm 可 1

⼆二⼠士江 批凉⽔水⽔水啊 1



 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

给定化⼼心 eh
线性⽆无关证法设 xeitxeztutxne no证明 xio fi
线性相关证法直接找⼩小不不全为0使 xeitxne no

他可⽤用空间维数来证这不不作要求
设ptnataxt tn ⼆二0则PEE侧
邮⼼心冰okpioi p F 0 ati tn 故线性⽆无关

tlklticixtismho tl 1全不不为0 故线性相关

设MitMEO即⽐比⽐比⻔门沝⽔水加尔加 0
特别地取⽔水0 2得加义此 故尔尔线性⽆无关

后半可显然

家刚刚癍 扣嚸
⽕火加 些1贰 in 哵藏 dtǎn 舉

权通⻆角到⼆二 a與 ⼼心 华

y zy4 yo

ydxkxf dnxftz ti dx
hl lt 1

故通解红 Gxtcdxh器器1 12



 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

观察得⽕火劝⼀一个⾮非客特解观察出了了冰也可
易易算得另⼀一个
故通解⽔水加 Gxt

v
特征⽅方程⼊入三洲 0 into 归作 3

⾮非 ⼼心
故尔Gen Ycěx 5 Gěhcēx

ˇ
N 311年年3州北北 ⼊入4 8⼊入418元
幽⽓气 ⼊入⼆二⼗十三重根 ⼊入2 4坫后3⼝口述0

枚仙⼗十Czttcstié 其中tana早
n n ě
⼆二⼠士洁 cost is⼼心

由tarots o o
瓞 管

⼊入⼟土器器武器器红 atìb

故通解为妣仁ehnabttcsmbtl
tetkscosbttasmbtl

习题下1
⼈人 吐品咂 ⼀一 坏⼯工品 it in

⾼高⼀一 击 1 E



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4⼝口品不不器器 吐下亦 亦 ⼆二点 4㓲 1
2正项级数最常⽤用收敛判别法ilanCauchyTana DAlembert礜

那Grbn㴈 0⽽而王加收敛
不不收敛判别 ibnarilkncbnanto
nF is 1 to 散 红 2 ⾼高 声 敛 93

3 豳 ⽅方散 lbhn smn不不存在 散 lbz
1512号哈 不不函 叙们 cnjn ⼆二府 14 家 can
q arcta嗞 弄弄 散例例 11是臖 器器 䬔 弘众 a

13法 ⽔水器器⽐比 16 叙 单调递减连续函数和醮如与
法⼆二 器器癍⼆二器器 仅 la 愀𠵱散性刚
918确定⽅方法Up 管 0 as no

I 囖器器䲜沪𠻘囖阿
1

115 1 ⽅方们家 礜位硕⼠士
⾔言 1 仅can

4冷biantantl
lbntntbntpklantzannt zantptantpt I

E Gnt antpltldnntmtdmpt1
0 as n n 仰

由Cauchy收敛准则 𤥴 bn收敛
递命题不不成⽴立如 anti 则 antonio 𤥴 antonio収仅

但𤧹 an不不收敛
若a 0则 ldntntantpkannt antpcbnt it bntp Up



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5 岫条件可和a ⽅方故意发散
12否反例例Grif nzkKEN an芈 烈烈冰

0 otherwise

B⼆二点an⼆二三简ncanantHN a 右侧在⼈人⼼心⽐比时收敛

álāt taipklatntantpF tp IE ci収多
反之不不成⽴立 an
下令下五品bi 则antkantbn ann T ae不不

brianTn
⼜又 bnzizzibn 有琾个

欢即怎么存在 蕊an存在

必由 0且and知an収众设a⼆二点an
旺含⼼心强发散和 at 进步 a
故痴⼼心前⼀一点4 毗吵判别法⼯工品应为仅
11只需证be a 单调递减趋于0
递减 bn是a到an的平均数新加⼊入更更⼩小的数来枰均当然会减⼩小
或严格写bnn bnn co㳡程哈

趋于岫 似显然
B讨论⼯工品an劰条件纪对収叙性
做题般顺序先考虑⼯工品则收敛性若𠼮 则推出纪对收敛讨论完毕
散然再考察⼯工品an收敛性若收敛则条件赅 否则不不收敛

听⼀一哈籧 卡器器 24 纪对收敛

137卌器器 1 在 不不纪对收敛

器器 如充分⼤大时单调递减且趋于0 杀件收敛
问答 ⽅方如3 由⽐比较判别法不不纪对收敛
县单调递减趋于0 条件收敛



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 1
7 坑17 万 不不绝对收敛
it 单调递减趋于0 条件收敛

g FO时原级数 0 纪对收敛
性0时 1 哈 彧 纪对矀

16 1 ⼯工品所以有界
万算成趋于011

不不成器器 贩

B 将呻糇成后取加1可得⼯工品器器欢
1坊⼼心 e f型收敛

z微分⽅方程解法

以⼀一阶微分⽅方程
⽅方程类型 1
M ⼀一般直接背公式 gēyqxdtc不不切啊𠺶

或左右同秕批此转化到分离变男⼀一
可分离变量量型 转化为加冰如此两 7

f

⽅方程拟知 鼝嚣㽏灜 嶥
Bernoulli⽅方程 同除了了后转化为前答 啊呸q内⾃自zig 啊以1

Ricatti⽅方程 先已知个解仁灿再创姚灿12⽇日代⼊入后可得2满⾜足
y tntbytajzilzcMYMtbMJZtdxz Bernoul

ir前四个重点掌握最后⼀一个了了解即可
积分因⼦子法
先介绍恰当⽅方程劰概念
考虑 Pnnngo 如果存在⼀一个可微函数中的



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 g 1 13 1
使得蜘 外加们以⼈人⼼心们们则称其为恰当⽅方程
注全微分性碧州 新
恰当⽅方程的⼀一个通解是⽣生的 ⽐比
例例 2划

了了我 3仿制⼆二0 d啊引⼆二0 划了了 C
问题给个Pnlx 0啊炒0什什么时候可以找到⽣生呢
定理理设函数17的⼼心⻔门在区域R xxafky si上连续且有连续的阶
偏导数哿和毙则阳煍 0刚炒 为恰当⽅方稼 聚毙⽐比MER
另外此时⽅方程通解为 find Qcnnclxo幻是12中任意取定的⼀一点

例例回头验证上例例 臖 6们22
⽇日礜⼆二的 确实相亲

问题当哿丰䂬时该怎么解决
例例 y4 cnin agdxtdyoizplxDK啊 如川引
则哿⼆二姒丰器器 故不不是恰当⽅方程
回忆课上解决办法左右同秵北北忷

⽐比我们不不妨耿 强啊
ponds pads此时Phone y Qin el

则器器annelids 器器 ahidS IT翡碧是恰当⽅方程
从⽽而通解为伤啊dxfindy t

yfgfdsdxtyzcsgcfhus
分析对于加州dxtQcxmg I
如果仍不不为恰当⽅方程则可同乘 的使碧 2礜 四
这时函数 的称为秒興

问题 存在么 M怎么找
实际上求解四年年价于求解𠹭 0器器毙颚
这种⽅方法批⼀一般不不可取但对某些特殊情况这是可⾏行行的
定理理红有⼀一个只依赖于⽔水的积分因⾮非 的充要条件是
去借⼀一

新只依赖于X记为GM



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ol n 1
此⽇日在cxkeknq

例例949啊 劰积分因⼦子为eh以
例例 Bindxtlzxgxldgw
哿碧江从洲北北 权不不为恰当⽅方程

⻓长得⼀一副 ⼀一交只依赖于x 积分因玼⼼心锹并
从⽽而3xdtgdyt 以⼀一 北北为恰当⽅方程

dong 别⼆二0 2 5卡 C
注意补上特解加0

似本讲义第⼀一⻚页413第三⻚页13

12⼆二阶微分⽅方程
常系数

N1
1通解⽤用特鈖程求 显剑

如果还要求特解跳到 ㄚ 1 成⼀一
下⾯面的们 1

化成了了⼗十啊49刚拁 左⼆二少降阶
对刊⼗十啊49刚fix
⼩小先救417唙 侧⼆二0通解基本解组
先观察出⼀一个基本解尔们
再利利⽤用出啊咧乖扣嚸求出另⼀一个基本⽤用⼿手
们求特解
法待定系数法拁Pnhhospxlsmpx 只适⽤用于常系数⽅方程
法⼆二常数变易易法 G的 以1 观化 0

后的解 xyinfnYG iycinC in
了了我⽐比啊 annex 这部分不不推荐背公式了了

iii综合 如上的 州的𡶐饰 ⼼心任意常数



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

才 y y
欧拉⽅方程划4pxy4qyfm

Met 可化为器器 ⽔水喝喝坏批 常系数⽅方程

3级数收敛性判别
1正项级数 ⻅见习题下1的2 实际判别法更更多但2中所列列基本够⽤用
2交错项级数 Leibniz判别法 a 咀and
B⼀一般级数 Dirichlet 单调趋于0⼗十部分和有界

Abel 单调有界⼗十収叙
⼀一定要在考前背下强smkn 0⽣生蕌𡒊 强 ⽔水⽔水⽔水𠹺器器
实在怕记错就⽤用积化和差公式或复数⽅方法推
4和牧叙与纪对收敛 ⻅见习题下1的13红字部分

4补充习题
4.1救 ⼀一694你 ésmxtxt⻔门⽐比的通解
对应⻬齐次⽅方程⽕火674仳
特征⽅方程⼼心⽐比19 ⼩小3仁重根 基本解衡⽐比㥃

下求⾮非⻬齐汉特解
由叠加原理理只需分别求外⾏行行499ésmx䅀 ⼀一694你化州⽐比特解
对⽕火以499 thx设了了Fěcaosxtbsmx
则必⽕火eTatblaxtlb dshn 幽⼆二ělzbosxzasnx
zbtatb 99 0 a
ha 6lba垢 1 ht 尔名器器405143shx

对以694你⽐比㘩 没给Ktdx ⽐比
则幽 2ctdtzdx ⽐比 她 444d14d ⽐比



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4ct4d 6lzctdltqc l
kand 9d 1 邓岳阳处 3⽐比 ⽐比

综上 ycxkctcxk tl㚈北北𠮿岩 4 an 3sinx

和设尔xkxeite gl xkxétētyxét ⽐比⽐比
是某⼆二阶常系数⾮非线性微分⽅方程的3个解求此⽅方程
先找⻬齐次⽅方程解 处加尔加 ⽐比⼀一

久啊以⼈人⽐比

n 外以尔⼆二⽐比仍为⻬齐次⽅方程的解
故基本解组织啊 特征⽅方程如不不咋0

y y 2 0
下求⾮非⻬齐次的设以红⼆二名
任意代⼊入尔尔尔中⼀一个即得枷⼼心⼼心
故y Ly 2 1 2 ⽐比

43543742 yfnfcia to 且点 fno
证明⽅方程的任⼀一解如均有蕊如⽐比
⻬齐次通解久加 Gēcix
设⾮非⻬齐次特解为粥 cnet cxix
cixe xtczne 2X o cixkefn
l in⽐比北北 的⽐比⼀一扣 laney
Gmfdetfndt
laxkfdéfndt
通解gnce xtce te xfetfndt eiyftf at
⽽而摄éhietfundt上热 舉⼆二杰 fi



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

44级数占⽅方萍 歼⾔言下 是发散的
收证假若收敛则珏 就 剩这⼀一引⼗十年年班后⼴广⼈人 也收敛

但⾔言⼀一𣁾 实 ÈT 交⼼心时
𤧹 就 剩发散⽭矛盾

45设倒是递减正数列列则 an ⼼心𤥴 1 㔋发散
⼼心由条件出巡存在记为a则a30
收证假若a 0则1㽇 Tāai
IEka ai daicia 收敛
权⼯工品⼩小器器收敛利利⽤用正项级数⽐比较判别法⽭矛盾
胡胡 1 9器器 玣品 t 看云断 ain 臖 1 謍
m 聊充分⼤大使 臖 过 则不不断⼈人嶨 之权站从器器发散
没太理理解的写下级数収叙的柯⻄西准则再写出否定形式

46条章综合习题的12 切期末考这个概念可别再错了了

a a 后⻔门为正数列列 Citi 求证 収叙
若Inibn发散则由Stolz定理理 a 管治 in

若⼯工品bn收敛则Iǜbn 0 asN n
注意到 Gamingbit ˋˋ m t a

故1Cntntpk 𠻹舆 nhjil
yabitlaabnr i t tantp lbntlt lbnlt

bit tbn

zl ka a qijia a

l
iJ aia MSt laiakM li

EM 恐总第⼗十M hi s zbioasN soo
htntbnp

h



46写得太麻烦
由分⺟母收敛只需证的收敛
⽽而19nbntntanpbmpk Nbnin bntpl oasmoUp
直接得证
不不好意思习题课讲得这么复杂咧

们没倒满⾜足㰁 naw且对⽐比州级数后黊⼀一点收敛
若蕊 Skil 则疏 ail
只需证1站an Sino 印证位70北北以⽔水1三点anĚēankc
为此我们利利⽤用三⽤用不不就
随 砭 就点 klziaie HInie𤬏分别证

⼭山由盐nano 注70那 如⼼心InanKE
九点屸就割⼗十三点 皉州

hi an从垰州 Initiate
In KkkN ⽔水 ⽐比⽔水 11 ē炙炙红飊1
则IEInilanlh e KIlaii is
I 注意到 ⼼心冬⻓长
则五红赢19咯EEK a

叫王就剖 红品寇 红嚻器器 红燄蕊
⻓长⾲韭 红𠻹飚器器 then毙三佐器器 AE


