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1 第十四周作业参考答案

1.1 习题13.3

1.试用两种方法计算极限：lim
α→0

∫ 1+α

α
1

1+x2+α2 dx.

METHOD A:

∫ 1+α

α

1

1 + x2 + α2
dx =

1
√
1 + α2

∫ +α

α

1

1 +

(
x√
1+α2

)2d
x

√
1 + α2

=
1

√
1 + α2

arctan
x

√
1 + α2

∣∣∣∣1+α
α

=

arctan 1+α√
1+α2
− arctan α√

1+α2

√
1 + α2

⇒ lim
a→0

∫ 1+α

a

1

1 + x2 + α2
dx =

π

4

METHOD B:

0 ⩽ lim
α→0

∫ α

0

1

1 + x2 + α2
dx ⩽ lim

α→0

∫ α

0

1

1 + α2
dx = lim

α→0

α

1 + α2
= 0

⇒ lim
a→0

∫ α

0

1

1 + x2 + α2
dx = 0

同理，

lim
a→0

∫ 1+α

1

1

1 + x2 + α2
dx = 0
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∴ lim
α→0

∫ 1+α

α

1

1 + x2 + α2
dx = lim

α→0

∫ 1

0

1

1 + x2 + α2
dx

1
1+x2+α2

∈C[0,1]×[0,1]
=============

∫ 1

0

lim
α→0

1

1 + x2 + α2
dx

=

∫ 1

0

1

1 + x2
dx =

π

4

2.F(α) =
∫ α

0
f (x + α, x − α) dx，求F′(α).

F′(α) =
∫ α

0

[ f ′1(x + α, x − α) − f ′2(x + α, x − α)] dx + f (2α, 0)

3.设 f (x)在[a, b]上连续，证明

y(x) =
1

k

∫ x

c
f (t)sin k(x − t) dt. c, x ∈ [a, b)

满足常微分方程

y′′ + k2y = f (x).

y′(x) =
1

k

[
0 + k

∫ x

c
f (t)cosk(x − t)dt

]
=

∫ x

c
f (t)cosk(x − t)dt

y′′(x) = f (x) − k
∫ x

c
f (t)sink(x − t)dt

= f (x) − k2y(x)

记住公式

∂

∂x

∫ φ(x)

ψ(x)
f (x, y, t) dt

 = φ′(x) f (x, , y, φ(x)) − ψ′(x) f (x, y, ψ(x)) +
∫ φ(x)

ψ(x)

∂ f (x, y, t)
∂x

dt

4.应用对参数进行微分或积分的方法，计算下列积分：

(2)
∫ π

0
ln (1 − 2acosx + a2) dx (0 ⩽ a < 1)

(4)
∫ π

2

0
ln1+acosx

1−acosx ·
dx

cosx(0 ≤ a < 1)

(2)

I(a) =
∫ π

0

ln
(
1 − 2 cos x + a2

)
dx (0 ⩽ a < 1)

I′(a) =
∫ π

0

2a − 2 cos x
1 − 2a cos x + a2

dx

=

∫ x

0

1
a (1 − 2a cos x + a2) + 2a − 1

a − a
1 − 2a cos x + a2

dx

=
π

a
+

a2 − 1
a

∫ x

0

1

1 − 2a cos x + a2
dx
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而 ∫ π

0

1

α+ β cos x
dx =

∫ π

0

dx

α
(
sin2 x

2
+ cos2 x

2

)
+ β

(
cos2 x

2
− sin2 x

2

)
=

∫ π

0

2

(α − β) tan2 x
2
+ α+ β

d tan x
2

=

∫ +∞

0

2

(α − β)t2 + α+ β
dt

=
2√

α2 − β2

∫ +∞

0

1

1 +
(√

α−β
α+β

t
)2d

√
α − β
α+ β

t

=
2√

α2 − β2
arctan


√
α − β
α+ β

t

 ∣∣∣∣+∞0
=

π√
α2 − β2

代入

 α = 1 + a2

β = −2a
，则有 ∫ x

0

1

1 − 2a cos x + a2
dx =

π

1 − a2

∴ I′(a) =
π

a
+

a2 − 1
a
· π

1 − a2
= 0

⇒ I(a) = C = I(0) = 0.

(4)

I(a) =
∫ π

2

0

ln 1 + acos x
1 − a cos x

· dx
cos x

(0 ⩽ a < 1)

=

∫ π
2

0

∫ a

−a

1

1 + y cos x
dydx

=

∫ a

−a

∫ π
2

0

1

1 + y cos x
dxdy

而 ∫ π
2

0

1

α+ β cos x
dx =

2√
α2 − β2

arctan

√
α − β
α − β t

∣∣∣∣1
0

=
2√

α2 − β2
arctan

√
α − β
α+ β

⇒
∫ π

2

0

1

1 + y cos x
dx =

2√
1 − y2

arctan

√
1 − y
1 + y

I(a) = 2

∫ a

−a

1√
1 − y2

arctan

√
1 − y
1 + y

dy

arctan A+arctan A−1= π
2=============== π

∫ a

0

dy√
1 − y2

= π arcsin a
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1.2 习题13.4

1.确定下列广义参变量积分的收敛域：

(1)
∫ +∞
0

xudx;

(3)
∫ +∞
2

dx
xu ln x

(5)
∫ +∞
0

sin2 x
xα(1+x)dx

(1)分成0到1和1到+∞两个部分的积分，则有 u > −1
u < −1

⇒ u ∈ ϕ

(3)

u ⩽ 1,

∫ +∞

2

dx
xu ln x

⩾
∫ +∞

2

dx
x ln x

= ln (ln x)
∣∣∣+∞
2

= +∞

u > 1,

∫ +∞

2

dx
xu ln x

≤ 1

ln 2

∫ +∞

2

dx
xu < ∞

故收敛域为(1,+∞).
(5) ∫ +∞

0

sin2 x
xα(1 + x)

dx =

(∫ 1

0

+

∫ +∞

1

)
sin2 x

xα(1 + x)
dx

sin2 x
xα(1 + x)

∼ 1

xα−2
(x→ 0+)

α − 2 < 1⇒ α < 3

故第一个积分收敛当且仅当α < 3.

sin2 x
xα(1 + x)

⩽ 1

xα+1

α+ 1 > 1⇒ α > 0

故当α > 0时，第二个积分收敛(但此时不能保证是充要的)

进一步讨论，当α ⩽ 0时,
sin2 x

xα(1 + x)
⩾ sin2 x

1 + x
=

1 − cos 2x
2(1 + x)

不等式右边积分后发散.

故收敛域是(0,3).

2.研究下列积分在指定区间上的一致收敛性：

(1)
∫ +∞
−∞

cos ux
1+x2 dx (u ∈ R)

(3)
∫ +∞
0

√
αe−αx2dx (α ≥ 0)

(5)
∫ +∞
1

e−αx cos x
xp dx (0 ≤ α < +∞)
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(1)只需注意到 ∣∣∣∣∣ cos ux
1 + x2

∣∣∣∣∣ ≤ 1

1 + x2

右侧积分收敛，故原积分一致收敛

(3))α > 0时， ∫ +∞

0

√
αe−αx2dx =

∫ +∞

0

e−y2dy =

√
π

2

但

lim
α→0+

∫ +∞

0

√
αe−αx2dx =

√
π

2
, 0 =

∫ +∞

0

√
αe−αx2dx

∣∣∣∣
α=0

故不一致收敛

(5)

∃M,

∣∣∣∣∣∣
∫ A

1

cos xdx

∣∣∣∣∣∣ ⩽ M,∀A ⩾ 1

且
∫ A

1
cos xdx与α无关

∴
∫ A

1
cos xdx关于α ∈ [0,+∞)一致有界.

另一方面， e−αx

xp 关于x单调递减且关于α一致趋于0.

由Dirichlet判别法，
∫ +∞
1

e−αx cos x
xp dx在[0,+∞)一致收敛.

3.(反证)假若一致收敛，则∀ε > 0,∃N,∀M1,M2 > N, u ∈ [α, β),有|
∫ M2

M1
f (x, u)dx| < ε

∣∣∣∣∣∣
∫ M2

M1

f (x, β)du

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∫ M2

M1

lim
u→β−

f (x, u)dx

∣∣∣∣∣∣
= | lim

u→β−

∫ M2

M1

f (x, u)dx|

⩽ lim
n→β−

sup
∣∣∣∣∣∣
∫ M2

M1

f (x, u)dx

∣∣∣∣∣∣
⩽ ε

⇒
∫ M2

M1
f (x, β)dx收敛，矛盾！

4.证明F(α) =
∫ +∞
0

cos x
1+(x+α)2 dx (0 ≤ α < +∞)是连续且可微的函数.

proof:

令 f (x, α) ≜ cos x
1+(x+α)2 ,则由| f (x, α)| ⩽ 1

1+x2知F(α)一致收敛，从而连续.

∂ f
∂α

= − 2(x + α) cos x

[1 + (x + α)2]2

考虑
∫ ∞
0

∂ f
∂α
(x, α)dx =

∫ ∞
a
−2xcos(x−a)

(1+x2)2 dx

∣∣∣∣∣∣−2xcos(x − a)
(1 + x2)2

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2x
x4 + 0 (x4)

∼ 1

x3
(x→ +∞)
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∴
∫ +∞
0

∂ f
∂α
(x, α)dx一致收敛，从而F(α)可微.

5.计算下列积分:

(2)

I(a) =
∫ +∞

0

1 − e−ax

xex dx (a > −1)

=

∫ +∞

0

∫ a

0

e−uxe−xdudx∫ +∞
0

e−uxexdx =
∫ +∞
0

e−(u+1)xdx在[min(a, 0),+∞)上一致收敛.

∴ I(a) =
∫ a

0

∫ +∞

0

e−(u+1)xdxdu =

∫ a

0

du
u + 1

= ln(1 + a)

(4)

I =
∫ +∞

0

e−αx2 − e−βx2

x
dx (α, β > 0)

=

∫ +∞

0

∫ β

α

xe−ux2dudx

不妨设α ⩽ β

xe−ux2 ≤ xe−αx2 ,∀u ∈ [α, β]

⇒
∫ +∞
0

xe−ux2 dx在[α, β]上一致收敛

∴ I =
∫ β

α

∫ +∞

0

xe−ux2dx =

∫ β

α

du
2u

=
1

2
ln β

α

(6)

I =
∫ +∞

0

[
e−(

a
x)

2

− e−(
b
x)

2
]

dx (0 < a < b)

=

∫ +∞

0

∫ b

a

2u
x2

e−
µ2

x2 dudx

2u
x2

e−
u2

x2 ⩽ 2b
x2

⇒
∫ +∞
0

2u
x2 e−

u2

x2 dx在(a, b)上一致收敛.

∴ I =
∫ b

a

∫ +∞

0

2u
x2

e−
u2

x2 dxdu

=

∫ b

a

∫ +∞

0

2ue−u2y2dxdu

=

∫ b

a

∫ +∞

0

2e−z2dzdu

=

∫ b

a

√
πdu =

√
π(b − a)
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6.(1) ∫ +∞

−∞

x

σ
√
2π

e−
1
2( x−a

σ )
2

dx

=

∫ +∞

−∞

x − a

σ
√
2π

e−
1
2( x−a

σ )
2

dx +
∫ +∞

−∞

a

σ
√
2π

e−
1
2( x−a

σ )
2

dx

=0 +
a
√
π

∫ +∞

−∞
e−z2dz = a

(3)注意到
∫ +∞
0

sin Ax
x dx = π

2
sgn(A), 从而

∫ +∞

0

sin ax cos bx
x

dx =
1

2

∫ +∞

0

sin(a + b)x + sin(a − b)x
x

dx

=
π

4
[sgn(a + b) + sgn(a − b)]

=


0 a < b
π
4

a = b
π
2

a > b

(5)

In =

∫ +∞

0

x2ne−x2dx

=
1

−2

∫ +∞

0

x2n−1de−x2

=
1

2

∫ +∞

0

e−x2dx2n−1

=
2n − 1

2

∫ +∞

0

x2(n−1)e−x2dx

=
2n − 1

2
In−1

⇒ In =
(2n − 1)!!

2n I0 =
(2n − 1)!!

2n+1

√
π

2 第十五周作业参考答案(不用交的那次)

2.1 习题13.5

1.略

3.(1) ∫ 1

0

√
x − x2dx =

∫ 1

0

x
1
2 (1 − x)

1
2 dx

= B
(3
2
,
3

2

)
=

Γ
(
3
2

)
P

(
3
2

)
Γ(3)

=
1
2

√
π · 1

2

√
π

2
=
π

8
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(3) ∫ π
2

0

sin6 x cos4 xdx =
1

2

∫ π
2

0

sin5 x cos3 xd sin2 x

=
1

2

∫ 1

0

t
5
2 (1 − t)

3
2 dt

=
1

2
B

(7
2
,
5

2

)
=

Γ
(
7
2

)
Γ

(
5
2

)
2Γ(6)

=
5
2
× 3

2
× 1

2

√
π × 3

2
× 1

2

√
π

2 × 5!
=

3π

512

(5) ∫ +∞

0

e−at 1
√
πt

dt u=at
====

1
√
πa

∫ +∞

0

e−uu−
1
2 du

=
1
√
πa

Γ
(1
2

)
=

1
√

a

(7) ∫ 1

0

√
1

x
ln 1

x
dx

t=ln 1
x=====

∫ +∞

0

e−
1
2 tt

1
2 dt

s= 1
2 t

====

∫ +∞

0

e−s(2s)
1
22ds

= 2
√
2Γ

(3
2

)
=
√
2π

(9) ∫ 2

1

(x − 1)2 · n

√
2 − x
x − 1dx t=x−1

=====

∫ 1

0

t2−
1
n (1 − t)

1
n dt

= B
(
3 − 1

n
, 1 +

1

n

)
→ B(3, 1) =

Γ(3)Γ(1)

Γ(4)
=

1

3

Part II
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3 隐函数求导

基础：复合函数求偏导（换元+链式法则）

隐函数求导(以下拷贝自第五周习题课讲义)

一般我们有两种方法进行计算.接下来利用如下一例进行具体说明.
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设方程组

F(x, y, u, v) = 0

G(x, y, u, v) = 0
，唯一确定了隐函数

u = u(x, y)

v = v(x, y)
，求∂u

∂x ,
∂u
∂y ,

∂v
∂x ,

∂v
∂y .

3.1 方法一：链式法则

对x求偏导，得 Fx + Fu
∂u
∂x + Fv

∂v
∂x = 0

Gx + Gu
∂u
∂x + Gv

∂v
∂x = 0

由此解得∂u
∂x ,

∂v
∂x .

对y求偏导，得 Fy + Fu
∂u
∂y + Fv

∂v
∂y = 0

Gy + Gu
∂u
∂y + Gv

∂v
∂y = 0

由此解得∂u
∂y ,

∂v
∂y .

3.2 方法二：微分法

直接求微分，得Fxdx + Fydy + Fudu + Fvdv = 0

Gxdx + Gydy + Gudu + Gvdv = 0
⇒

du = ♢dx + ♡dy

dv = ♣dx + ♠dy

则 ∂u
∂x = ♢, ∂u

∂y = ♡, ∂v
∂x = ♣, ∂v

∂y = ♠.
实际上两种方法的计算量是差不多的，自己选自己顺手的来就好，不用在选择哪个方法上面花

时间.

4 二重积分与三重积分

期中后的第一、二型曲线/面积分均涉及二重积分和三重积分，所以即使期末不单独考二、

三重积分，这两个积分也非常重要。可以看期中复习讲义中有关内容进行回顾，此处略。

5 曲线积分和曲面积分

最重要的事情：始终注意对称性
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5.1 第一型曲线积分

∫
L

f (x, y, z) ds =
∫ β

α

f (x(t), y(t), z(t))
√

x′(t)2 + y′(t)2 + z′(t)2 dt

步骤：

（1）曲线参数化并确定参数范围（若曲线是两个曲面之交，则曲线由两个具有(x,y,z)三个变

量的方程决定，则消去一个变量再对剩余两个进行参数化；若曲线分段，则分别计算）

（2）计算ds = ∗ ∗ ∗ ∗ ∗dt

（3）代进去算吧～～～

§例1.计算I1 =
∫

L
x2 ds和I2 =

∫
L

xy ds，L :

x2 + y2 + z2 = a2

x + y + z = 0
.

解法一

利用轮换对称性，我们有
∫

L
x2 ds =

∫
L

y2 ds =
∫

L
z2 ds，故

I1 =
1

3

∫
L
(x2 + y2 + z2) ds =

1

3
a2

∫
L

ds =
2πa3

3

同样利用轮换对称性，有

I2 =
1

3

∫
L
(xy + yz + zx) ds =

1

6

∫
L

[
(x + y + z)2 − (x2 + y2 + z2)

]
ds =

1

6

∫
L
(0 − a2) ds = −πa3

3

解法二

消去z得x2 + y2 + (x + y)2 = a2 ⇒ 2x2 + 2y2 + 2xy = a2

利用线代知识可知作变换

x′ = 1√
2
(x + y)

y′ = 1√
2
(x − y)

，得3x′2 + y′2 = a2.

令

x′ = a√
3
cos t

y′ = a sin t
则得曲线参数化：


x = a√

2
( 1√

3
cos t − sin t)

y = a√
2
( 1√

3
cos t + sin t) (0 ⩽ t ⩽ 2π)

z = −
√

2
3
a cos t

接下来经过

简单计算可得ds = adt，代入即可算出I1和I2.

解法三旋转坐标系使曲线L落在新坐标系的坐标平面上，这样就能使曲线由一个有两个变量(u,v)

的方程决定，进而可以更容易地进行参数化（本题是圆，直接拿角度当参数就好了）。具体做

法这里略去，有兴趣的同学可以尝试。

(提示：新的坐标系标架可以是 1√
3
(1, 1, 1), 1√

6
(1,−2, 1), 1√

2
(1, 0,−1))
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5.2 第一型曲面积分

"
S

f (x, y, z)dS =

"
D

f (x(u, v), y(u, v), z(u, v))|⃗ru × r⃗v| du dv

步骤：

（1）曲面参数化并确定参数范围

（2）算出dS = ∗ ∗ ∗ ∗ ∗dudv

（3）代进去算吧～～～～

参数化常用的两种方法

1.参数化其中某个变量：以z为例，参数化后化为
!

D
f (x, y, z(x, y))

√
1 + z2x + z2y dx dy，其中D为

S在xOy平面的投影。值得一提的是，这里zx和zy是z分别对x和y的偏导数，对于曲面显示表示z =

f (x, y)，显然有zx = f ′x , zy = f ′y；对于曲面隐式表示F(x, y, z) = 0，则有zx =
−F′x
F′z
, zy =

−F′y
F′z
（不

一定要记，会隐函数求导直接就能现场推）

2.球面参数化，则有|⃗rθ × r⃗φ| = R2sin θ

§例2.计算I =
!

S
(ax + by + cz + l)2 dS ,S : x2 + y2 + z2 = R2

由对称性易知"
S

xy dS =

"
S

yz dS =

"
S

zx dS =

"
S

x dS =

"
S

y dS =

"
S

z dS = 0

则

I =
"

S
(a2x2 + b2y2 + c2z2 + l2) dS = a2

"
S

x2 dS + b2

"
S

y2 dS +

"
S

z2 dS + 4πR2l2

= (a2 + b2 + c2)
"

S
x2 dS + 4πR2l2

=
a2 + b2 + c2

3

"
S
(x2 + y2 + z2) dS + 4πR2l2

=
a2 + b2 + c2

3

"
S

R2 dS + 4πR2l2

= 4πR2

(
a2 + b2 + c2

3
R2 + l2

)

5.3 第二型曲线积分

∫
LAB

Pdx + Qdy + Rdz

=

∫ β

α

[P(x(t), y(t), z(t))x′(t) + Q(x(t), y(t), z(t))y′(t) + R(x(t), y(t), z(t))z′(t)] dt
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相关计算题计算方法：

（1）参数化,化成上式形式，此时化成了定积分（题目通常是分段的）

（2）利用Green公式：

定理：D是由有线段光滑曲线所围成的平面区域，P,Q ∈ C1(D)，则∮
∂D

Pdx + Qdy =

"
D
(
∂Q
∂x
− ∂P
∂y

) dx dy

注:

[1]∂D方向关于区域D正方向，即沿着边界走，区域在左边

[2]实际上d(Pdx + Qdy) = (∂Q
∂x −

∂P
∂y ) dx dy

[3]很多时候区域不满足定理条件，要“挖去”间断的点——这个非常重要！

[4]曲面面积计算公式：

|D| =
"

D
1 dxdy =

∮
L

xdy =

∮
L
(−y)dx =

1

2

∮
L

xdy − ydx

（3）利用Stokes公式化为第二型曲面积分来算:

∫
∂S

Pdx+Qdy + Rdz =
"

S ∗

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
dydz dzdx dxdy
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

"
S ∗

(
∂R
∂y
− ∂Q
∂z

)
dy dz +

(
∂P
∂z
− ∂R
∂x

)
dz dx +

(
∂Q
∂x
− ∂P
∂y

)
dx dy

§例3.计算I =
∮

L
e−(x2+y2)[cos(2xy)dx + sin(2xy)dy]，L为单位圆周，方向逆时针.

利用对称性易知I = 0.

§例4.计算I =
∮
Γ

ey

x2+y2 [(xsin x + ycos x)dx + (ysin x − xcos x)dy]，Γ为单位圆周，顺时针方向.

令P = ey

x2+y2 (xsin x + ycos x),Q = ey

x2+y2 (ysin x − xcos x)，可以算得∂Q
∂x −

∂P
∂y = 0

考虑到原点无意义，不能直接用Green公式得出该积分为0，但是,若令Γε = Bε(0)，则我们有

I =
∮
Γε

ey

x2 + y2
[(xsin x + ycos x)dx + (ysin x − xcos x)dy]

=
1

ε2

∮
Γε

ey[(xsin x + ycos x)dx + (ysin x − xcos x)dy]

Green
====

1

ε2

"
D
(−2eycos x) dx dy

Mean value thereoms f or de f inite integers
======================= −2πeηcosξ → −2π (ε→ 0+)

第一型曲线积分和第二型曲线积分的关系:
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∫
LAB

Pdx + Qdy + Rdz =
∫

LAB

(P,Q,R)(dx, dy, dz) =
∫

LAB

F⃗dr⃗

=

∫
LAB

F⃗ · T⃗ ds =
∫

LAB

(Pcosα+ Qcosβ+ Rcosγ)ds

5.4 第二型曲面积分

"
S ∗

Pdydz + Qdzdx + Rdxdy

相关计算题计算方法：

（1）合一投影法：

S ∗往坐标平面投影得到D,下以往xOy平面投影为例：

令


x = x

y = y

z = f (x, y)

，则法向量为

n⃗ =
±1√

1 + f 2x + f 2y
(− fx,− fy, 1)

从而"
S ∗

Pdydz + Qdzdx + Rdxdy

=

"
D

P(x, y, f (x, y))
− fx

±
√
1 + f 2x + f 2y

+ Q
− fy

±
√
1 + f 2x + f 2y

+ R
1

±
√
1 + f 2x + f 2y


√
1 + f 2x + f 2y dxdy

= ±
"

D
[P(− fx) + Q(− fy) + R] dxdy

其中S ∗上侧取“+”号，下侧取“-”号.

（2）分项处理法：

利用线性性，我们有"
S ∗

Pdydz + Qdzdx + Rdxdy =

"
S ∗

Pdydz +
"

S ∗
Qdzdx +

"
S ∗

Rdxdy

而 "
S ∗

Pdydz =
"

D
P(x(u, v), y(u, v), z(u, v))

∂(y, z)
∂(u, v)

dudv

即每项都可以化成二重积分。需要注意的是，这里S ∗有方向，所以雅各比行列式 ∂(y,z)
∂(u,v)不需要加

绝对值。如果加了，那就要按照S ∗法向量和坐标平面的夹角来决定正负——这里不能搞错了，

不然(据我经验)要扣不少分。
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（3）直接算
!

S
v⃗ · n⃗dS ,有时候v⃗ · n⃗很好算，那直接用这个式子就将第二型曲面积分化成了第一

型曲面积分了。

（4）利用Gauss公式:	
S ∗outer

Pdydz + Qdzdx + Rdxdy =

$
V

(
∂P
∂x

+
∂Q
∂y

+
∂R
∂z

)
dxdydz

注：

[1]注意条件，P，Q，R必须是一阶连续可微的，如果题中被积函数在曲面包含区域内存在非可

去间断点，则需要“挖去”包含那个点的一块体积（非常重要）。习题11.5的3就是这样的，很多

同学当时都直接算出0了.

[2]注意补曲面使之封闭，到最后算的时候减去补上那一面的积分值——这个非常重要

[3]确保曲面朝向是向外的，如果向内，必须加负号（非常重要）

§例5.习题11.5的3

易算得
∂P
∂x

+
∂Q
∂y

+
∂R
∂z

= 0

考虑到原点处无意义，我们不能直接得出积分为0的结论。

考虑球面∂Bε(0)，则原积分与在这个球面上的第二型曲面积分一样（方向仍然是朝外）

而 "
∂Bε(0)

xdydz + ydzdx + zdxdy√
(x2 + y2 + z2)3

=
1

ε3

"
∂Bε(0)

xdydz + ydzdx + zdxdy

Gauss
=====

1

ε3

$
Bε(0)

3dxdydz

= 4π

简单的延伸：计算I =
!

S ∗
xdydz+ydzdx+zdxdy√

(ax2+by2+cz2)3
，S ∗ : x2 + y2 + z2 = 1外侧(a,b,c>0)

答案： 4π√
abc

§例6.计算I =
∮

L
(y − z)dx + (z − x)dy + (x − y)dz，L :

x2 + y2 = a2

x/a + z/h = 1
(a, h > 0)，L从x轴

正向看逆时针

I S tokes
===== −2

"
S ∗

dydz + dzdx + dxdy

= −2
"

S
(1, 1, 1) · n⃗dS

而n⃗ = 1√
a2+h2

(h, 0, a)，故

I = − 2
√

a2 + h2

"
S
(h + a)dS =

2(h + a)
√

a2 + h2

"
D

dxdy
cosγ
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其中D是S在xOy平面的投影区域，面积很好算，为πa2，另外cosγ = a√
a2+h2

，代入即得答案

应用：求体积

∆V =

$
V
1dV =

1

3

	
S ∗outer

xdydz + ydzdx + zdxdy =

	
S ∗outer

xdydz/ydzdx/zdxdy

5.5 梯度、旋度、散度

定义：略

公式：（为防止不必要的记忆，我只列出一部分）以下没有标向量箭头的表示函数

∇( f g) = f∇g + g∇ f

∇[ f (u)] = f ′(u)∇u

∇( f v⃗) = ∇ f · v⃗ + f∇v⃗

∇ × ( f v⃗) = ∇ f × v⃗ + f (∇ × v⃗)

∇( f⃗ × g⃗) = g⃗ · ∇ × f⃗ − f⃗ · ∇ × g⃗

∇ × (∇ f ) = 0

∇ · (∇ × f ) = 0

最后两个就是“梯度无旋，旋度无散/无源无汇”

理论证明常用Gauss和Stokes公式的如下形式：

Gauss :
	

S
v⃗ · n⃗dS =

$
V
∇v⃗dV

S tokes :
∮

L
v⃗T⃗ ds =

"
S
(∇ × v⃗) · n⃗dS

有势场、保守场、无旋场：掌握各自定义及相互关系（略）

Green公式：

第一Green公式： $
V
φ∆ψdV =

"
S
φ
∂ψ

∂n
dS −

$
V
∇φ∇ψdV

第二Green公式： $
V
(φ∆ψ − ψ∆φ)dV =

"
S
(φ
∂ψ

∂n
− ψ∂φ

∂n
)dS
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证明：直接利用Gauss公式即得第一Green公式，再交换第一Green公式中的φ和ψ，联立可得

第二Green公式.

6 Fourier分析

7 广义积分和含参变量积分

8 Euler积分
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